Sciences & techniques

a Mathématiques, Physique & Chimie

MESURER L'ALEATOIRE

Alors que la géométrie fut étudiée
dits ba Grice Antique, | théore des
probabilités ne s'esl quant & elle
constituée qu'au nar sitde, Le projet
Etait en effet mathématiquement
osé : introduire des calculs pour
privvoar |'issu d expériences
alisatoires | Cest historiguesment
sones impuilsion de Blaise Pascal e
Pierre de Fermat, suite 4 un
probléme gue beur avait sowms le
chewalier de Méné qui adaraif jouer
au dés, que les premiers calouls
probabilistes apparatse, Une
naigine de la théorie que ['on
retrouve, d'ailleurs, dans
l'itymoéogie méme du mat hasard,
deerne die larabe gz-zofr signifiant
« & 3 jouer u,

En suppesant que e dé n'est pas
| trugqué et que toutes les faces ont [a
| méme probabilité d'apparaftre, la
| somme sur laquelle il carvient de
rmiser esl ook qui apparal le plus
souvent & Vintérieur de ce tableau,
Autrement dit id : 7, puisque 7
apparait six fois dans le tableau {l v
it six possibilités de tomber sur une
sommime de 7 :en Faisant 6 et 1, 5 of
2, ele) alors que les aulres sommes
possibles apparaissent mains
sauvent {12 apparait par exemple
uniz seule tois, ot & cing Fais).
Ouelle chance a-l-on dors de gagner
5 l'en parie sur 77 Sachant qu'il y a
36 casnes dans e tahleau, autrement
dit 36 issues différentes du lancer,
on a b chances sur 36 (Cest-a-dire
une thance sur 6) de gagrer quand
on parie sur 7 ELsi Pon parie sur 12,
on a alors une seule chance sur 36

UN EXEMPLE POUR
DEMARRER

Pour commencer, imaginans
simplement le jeu de dé suivant : an
lance 2 dés et on parie sur la somme
dies valeurs qui apparassent. La
question naturelle que se pose dors
be joueur st Avidemment de savair
sur quells somme il faut misar pour
avoir be plus de chance de gagner. La
répanse 4 cebe question découle en
fait simglerment d'une anahyse
détaillée de I'exptrience. Faisons
fnat d'abard un tableau décrivant
foutes bes msues possibles d'un

| lancer de deux dés.
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de gagner ! Attention, faire 3 aver e
premier dé et 5 avec e second, ce
n'est pas la méme chose que de
Faire 5 avec e premaer di ot 3 avec
e second, méme si la samme 25t
fgale,

CAS FAVORABLES
ET CAS DES POSSIBLES

| Calculer la probailité d'un

evenement produit dans le cdre
d'une expirience aléatoire {dans
nolre exemple, oblenir une somme
de 7 lors du lancer de deus dés)
revient donc & dénombrer tous les
cars dits « favarables » cormespondant
a cel évenement, el tous les s dits
prssibles qui peusent arriver kars de

5 cefte expériance. B A tiliser ensite

la farmule donnart ka probabilité, &
savoir la divigon # nombre de cas
favoraldes [ nombre de cas
pussibles »,

Premigre conssquence importante |

ure prebabilitd est boujours
comprise entre 0 et 1 {autrement dit
entre 0% e 100 % = 100,100). La
probabilité d'ien événement est nulle
quand cel cyinement el impessible
(par exemple, rower une somme
de 15 en langant deue dés ;e
nomibre de cas favorablas est alors
nul). La probabilité est égale a 1
quand cel tvénement et cerlain
| tpar exenple, rowser wie somme
supérieure 4 1 en lancant deu dés),
Les probabilistes parlent également
d'événement condraire ; par
egemple, foujours gvec notre lancer
de dew dis, F'évenerment o la
sarime des deus des il 7 3 admel
camme Evénement cantraire « la
samme des dew dés est différante
de sepd ». Remarquons au passage
que I'ivinemest condraire d'un
Eunement impassible est un
fvénement certain, et vice versa |

A parti de 14 se pose quand mime
une question : comment faire pour
campter ces cas favorables et ces cas
passibles quand les expéniences que
l'wer decril, et kes événements dant
o cherche A calculer la probabilig,
50Nt un peu plus compliqués qu'un
larecer de dewx dés et une somme de
deeus faves 7 Les méthodes de
dénombrement sont
fondamentalement a |z base du

| cakuil des prababilités.

| Regrenons un exemple paur en Faire
apparaitre ks prindpales. Imaginons
ure urree, remplie de 5 boules
FaLgEs, 3 naires et 2 hlanches, e de
laquelle o tire trois boules ;
combien de possibilités v a-t-il pour
que les trois bewles soient de la
rrsme couleur ?

En labsence de précision

Probabilités ct statistiques

supplémentaire, |3 réponss sl boul
simplement impossible § donner !
Tout dépend en effet de la fagon
dont on tire les boules - est-ce un
tirape simultené, successif avec
remise de la boule dans Fume a

| chaque tirage, ou swcessif sans

| remise de la boule ? Cela dhange

simulfang, I'ordre n'intenvient pas
hors que dans un tirage successif,
tirer ure boule rouge puis une
blanche puis une rauge, ce n'est pas
la méme chose que de tirer d'aboed
une boule rouge, puis & nouveau
une boule rouge, puts une boule
blandhe. Le résultat du
dénambrement sera donc 4 chague
Fois différent.

Dans le a5 d'ln tirage successif aver
remise, une méme baule peut &ire
extraite plusieurs tois et on retrouve
i chague tirage la mitme situation
qu'an lirage priedent. Comgiber
dlors le nombre de possibiités pour
nue fes froi boules tirdes soient
blanches revient & écrire une liste de
trois éléments dans laguelle dhaque
Elérment est & chobir parmi deux
passibilités (les deus boules

| blanches de I'ume). Ou encore &
imaginer que [on a trois cases a
remplir et gue pour remplir chague
case, on a be choix entre deux
bowtes, Le principe est alors dit
multiplicasif : on a dews possibilités
pour remplir |2 premigre case, qui s
wonguguent successivernent avec les
denx aulres possibilités de
remplissage de b seconde case et &
noweeau avec les deux dernigres
possibilités de remplissage de la
frobieme case, oz qui fait en tout
2x2x2= 8 possililitis.

la somme du
tirage est de &

le nombre de

GEx & =36

tirages possibles est

Somme de deux dés

1036 = 0,0028

2/36 = 0,056
3436 = 0,085

436 = 0,111

5/06 =0,138

B/36 = D 167

5/36 = 0,138

B ln (oo (o | s po | =

olofm|~|o o s w| ke

_li_.'dh _I]._1'11

3136 = 0,065
2036 = 0,058
1736 = 0,025

1o, au final, 5i 'on additionne les &
possibilités die firer trois bowles
blanches, les 27 (=3x3x3)
possibilitizs de tirer dews boules
bilanches ef les 125 (=525x5)
possibilités de firer trois boubes
rauges, on dénombre en tout 160
prasibilités de tirer trois boubes de la
| méme coaleur.

| ARRANGEMENTS

Dhars b cas d'un lirsge successil sars |
FEmiE, an ne peul pas avoir de
répétition d'une méme boule ; une
Fais tirée, la boule n'est plus
disponible pour ke lrage sunvant.
Furtrement dit, si Fon avait le
coarage de décrire de fagon
exhaustive les 160 cas précédents, il
subfirait c'enbever coux qui
présentent urse répétiion ¢ on
aurait le résultat cherche 1 Sauf
qu'un bon mathémaridien évitera
taujours de s [ancer dans uns

taut, en effet Dans le cas d'un tirage |

enlreprise auss pénible, .. d'autant
qu'il existe une formule qui donne
directement le résultat ! Line liste de
P ééments sans répétition choisis
parmi un ensemble de n Eéments
sl appedi en malhiémabigue un
arrangement de p éléments parmi n
et le nombre d'arrangements de p
ééments parmi n est égal & la
| multiplication des nombres
dicromssants allant de n & (n-p+1),
soil : nin-100n-2). (n-pr1).
Pour migux comprendre, reprenans
lexemple précédent pas & pas ; on
peut déja dire quil est impossible de
tirer sans remise frois boules
blanches puisquil n'y en a que dew:
dars Furne, De phes, # n'y a quiune
possibilité de tirer trois moires
(puisquil n'y a que trois baules
noires dans 1'urne) : jusquic donc,
tout va baen.
Combsen y a-1- mambenant de
possibilitds de tirer successivernent
sans remise troés boales rosges
sachant qu'il y en a 5 dans ['urme ?
C'est la guinterviennent les
arrangements de 5 eléments parmi
5. On reprend alors la formube avec
53 la plare den, 3 & la place de p et
n—p+1valant 5-3+1=3:le
nombre total d'arangements de 3
cléments parma 5 vaut donc
Sxdx3=60, Conclusion : il y a 60
passibilités poar que les trois boules
tirées snéent rouges, #f dond en
| rajoutant I'unique possibiité qu'elles
soienl loubes bes 3 nowes, @y 2 61
possibilités pour que les rois boules
firées SUCCRSSIVEMERT 5aN5 remise
| soient de la méme couleur.

[
i PERMUTATIONS

| Dans le cas enfin d'un tirage

| simultang, tirer trois boules de

! Turne, cesl préfever une parlie (un

| sous-ensemble) de Fansemble des
houdes présentes dans Furne,
Compter les cas favorabdes ou
possibles revsent donc i dénombrer
ke nombre de sows-ensembles d'un
ensemble donné, C'est oe qes 'on
appelle en mathématique les
combinaisons. Vu autrement, il s'agit
d'un arrangement dans lequel
Fardre ne compte plus, La encore,
une formule existe pour dénnmbrer
des combinaisons : le nombre de
combinaisons de p éléments parmi n
st donné par la division du nombre

| darrangements de p Eléments pasmi

n, par p! {factorielle p, Cest-3-dire la
multiplication des nombres de pa 1,
pip=1){p=2)...3x2x1).

Plus concrétement : combicen de
possihilibés y a-1-il cette Fois-0i powr
que les trois boules tirées de I'ume
soient rouges 7 Pour répondre, il faut
calcuder e nombre de combnasons
de 3 cléments panm 5, qui esl égal
a1 nivmbre @'arrangerments iroveés
précédemment (f0) divisé par
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Combinaison de 3 éléments parmi 5
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mathématique qui a pour but de
deélerminer des proprietés
caraciéristiques dune papulation
donnée, impessible 4 étudier dans son
intégralité, uniguement a travers |'Etude
de ce gui se passe sur un pefit
tchantilon, On sépare [ stalistique en
des branches ; la statislique
descriptive, comespondant & U'étude des
caractéristiques du petit échamtillon tirg,
et la statstique inductive, Cest-a-dire la
dédudtion, & partir de 'echantillon,
| dinformaticns approchées concemant
la papulation tatake, EX dars [e
domaine, ure chose essentielle est 3
garder en mémoire : connaitre awver
certitude la population entiére a partie
de la seube étude d'un échantlion est
rpossible, Tout résullat statistique est
un pei fauy et ne veit nen dire sans
Pestimation de ['emreur que on
commet 4 le considérer comme juste.

STATISTIQUES DESCRIPTIVES

En guise d'illustration, prenors un
exemple condret de slatistiques
descripliaes, Imaginans un échantillon
de 25 élves ayant eu les notes

=3x2x1=6. Resullaf : s0a =101y
a dong 10 possibilités différentes pear
que les trois houbes tirdes soient
rouges, et dond en rajoutant a nouveau
I"'unique possbilité pour que les trais
boules soient noires, il ya 11
pussibililés pour que les trois beules
firdes simultanément soient de la
méme caulewr.

CALCUL DES PROBABILITES

O 'aura compris ; caleuler des
prababilités nécessite de connatre les
formutes de dénombrement de listes, |
arrangesnents el combinaisons. Mais les |
probabilités répondent elles-mémes &
rertaines proprigbés cabmulataires
impartanies et frés wtiles dans la
pratigue. En premier beu, cella-ci - si
vaus considérez un événement A et son
comlraire, la seenme de la probabdile
que A se produise ef de [a probabilité
que le cartraire de A se produiss
[autrement dit que A ne se produisez
pas) est doujowrs égale 3 1 (100 % de
thance} : <esl le bon sens qui parke !
e 14, la méthode de caloul susivante ©
imaginens que l'on cherche la
probabilité d'obéendr au moins un six en
quatre lancers successits d'un dé. Pludod
quee de calculer la probabaité d*olb4enic
un B, ajoutée & celle d'ohbenic deux

a6 n, e, il est plus simple de calculer
la probabilité de ne pas abtenir de & du |
fout, et d"utilser [a formule précédente.
La probabilité de ne pas abtenir de & en
un lancer étant 5% (5 chances sur &
que ¢a se produise], la probabilité de
ne pas chtendr d2 & 2n quatre lancers
est 5/6 x 5/6 x 5/6 x 5/6="5/64 soif &
pew prés 0,48 (48 b de chance que le &
e sorte jamais en quatre lancers). De
sarte que |a probabilité que le 6 sorte
au mains une fais en quatre lancers est
1 =048 = 0,52 {52 % de chance).

Dans bien des cas, on cherchera en
outre & calouler des probabilités un peu
plus complexes, comme par exemple
celle que 'éwénement [A ou B] se
produise, ou que I'événement [A et 8]
s produse, 1 suffil dans ce cas de
sawair que si A & B sonl mdépendants
I'ian de Fautre, La probabilité POt et 1)

sl égale a P{A)xP(EB), et guesi Aet B
sont exclusifs 'un de lautre, PiA ou
B85= P{A) + F{B). Dans e cas od Aot B
ne sont pas exdusifs et peuvent se
pradigre en méme temps, on a la
tarmule : PiA ou B) = P{A} + FEB) - A
et B).

Connailre par exemple la probabilité de
tires un & en jetant deus dés revient 3
ralruler [a probabilité die firer un & avec
le premier dé ou de tirer un & avec le
second di, sachant been sir que ces
deux évenements ne senl pas exclusifs
putisgjue Uon peut tirer 1 double &, On
calrule alors la probatilité de tirer un 6
avec le premier dé et nimporte guoi
avec le second (6,26 - & cas Favarzbles
sur 36 passibles), la probebilits de tirer

" un 6 aver e second dé (méme chose

&7E). On ajote ces deix nombees
{12/38) et on refranche ka probabilité
de firer un double & (1738), dod un
retsultaf Fmal cherchi de 11736 soit
environ 0,30 c'est-a-dire 30 % de
chance de tirer un & en jetant deus dés,

Tout les czleuls que o a faits jusqu'a
Présent reposent néanmains sur un
résullat gue nous n'avons pas
démantré - celui corsistant a affirmer
ot les firages des différertes faces
d'un dé sont tows équiprababiles et ant
chatun une chance sur & de 5e
produire. Que se passerai-il si ce n'éait
pas ke cas ? Quelle valeur autre que 16
premdrait-on alors camme prababdié
detirer lafacea 1o foulafaceadin’?
Paur résaudre ce probléme, les
mathématiciens ant mis en place des
méthodes dites statistiques - ils
considirent que b probabilié résulte
de la connaissance détaillée ot précise
d'un trés grand nombee de
phénomines analogues.

Le prircipe est simple &1 s'appuie sur la
loi dite des grands nombres qui peut
s'énoncer de la facon suivarte ; éfant
danng un événement ayant une
prababilité donnée (comme par
exemple la sortie d°un six dans le jeu de
deés, clonl la probabiliee est de 1% si le
dé rest pas pipd), phis le nombre de

tertatives est grend (dars notre
exemple, plus de fois on lance le dé),
plus Fécarl entre le nombre de fois oo
Fevtnement se vénifie elfedvement el
le rambre présu théoriquement par la
probabilite est petit. Autrement dit, s o
dé n'est pas pipe, pour calculer la
probabilife d'ebbentr 1, il suffit de lancer
un tréss grand nomibre dee fois ke dé el o
de calculer 12 fréquence d'apparition du
1 (c'est-a-dire b2 nambre de fois i 'on
a chbenu le résultat 1 divisé par le
nembre de lancers réalisés) - plus on
resalisera o lancers, plus cethe
fréquence se rapprachera de la

| prdabilitd cherchie (d'ol la nécessité
| de réaliser, ou de simuler sur

ordmzteur, plusicurs maiers de lancers
de dés paur avoir un résultal pricis). B
sl le dé est pipé, an s'en apercevea lout
de suite & on aura les nouvelles valeurs
d'apparition de thaque face !
Formalisée 2u tout début du o’ siéde
par les Frares Bernaulli, cetle loi cst
essentielle, Cest sur elle que reposent
par exemple les sondages ; elle permet
en effet. en interrageant un nombre
suffisammend imporlant de personnes,
e cannaitre 'epinicn de kb population
entigre (aves une marge d'erreur),

La statistinue est donc une branche

suivantes 3 ume éprewe 1 12, 10, 14, 15,
12,03, 1,17, 12, 12,9, 10, 12, 14, 13, 12,
| 15 10, 15,12, 19, 14, 15, 11, B.
Les paramidres stalisliquees ont pour
bt de restsmer, & partir de quelgues
nemibres clés, lessertiel de
I'information relative 4 I'obsenation
d'une wariabde, ici les notes abtenues.
Cerlairs sont dits de lendanoe centrale,
car ils représement une vabeur
rumérique autear de laquells les
ohservations sonk réparties. La
moyenne est par exemple un
paramitre de tendance centrade trés
farcile & calcuber : @ sulfit o' additionner
les notes des 25 Eleves et de diviser par
le nombre d'éléves. On trowve ici 12,56,
Ou encore de multipler chaque note
par le nombre d'élive qui l'ont obtenu,
o' addifionner tous les resultats, el de
disiser par e rombre d'éléves © ic
(BR1490 1+ 1082+ 1 83+ 1207+ 13x4
+ M3+ 1552+ 1701 +19x1) 15=12,56.
Saul que ke meyenne donne une
inprrnation assex faible sur le résullal
de la classe ; elle ne permet pas de
| sawmir, par exemple, 5i tous les éléves
| ant eu 4 peu prés 12,5 ou si cerfains ont
2w de trés bennes notes el d'autres de
1rés mauvaises, C'est pour cela que 'on
calcule zussi des parametres dits de

dispersion qui résument le plus ou
mwins grand élabement des
obsarvations de part et &avtre dela
tendance centrale, L'écart-ype est par
exemple 1m paramétre de dispersion
souvent utilisé. 1l vaut O si tous bes
éléves ont la méme note {pas de
digrersion du tout). & Finverse, plus
Pécart-type est grand, phus |a dispersion
est impartante. Ioi la formule (un peu
comphexe) gui permet de calouler
Pécart-type donne 2,33, Sur des
ethantiflons plus imgortants,
distribution des wotes sl
géndralement des courhes appelées

| o gaussiznnes » présentant des

| propriétes remarquables.

STATISTIQUES INDUCTIVES

En matiére de statistiques indudives,

I'exemple type est le sondage. Et dans
| e domaine, répétons-le, il est essentiel
de garder en mémaoire gue Ferreur
reste indwitable, D'ailleurs, des formules
permettent méme de la quantifier et
donc d'en déduire si le résultat
statistique que [on trowe est fable ou
. Par exerngle, si lon réalise un
sondage auprés de 1000 personnes ¢
qu'an mesure le pourcentage de
persannes souhaitant voter pour
Monsicur X, la théarie dit gu'on pourra
estimer b pourcentage réel de
personnes seubaitant vober pour X
comme égal & celui calcule sur
I'Echantillon, & plus oy mains 3,20%
prés. La précision est d'importance |
Lues du premier boar des électons
présidertiolles de 2002, ke dermier
somdage effectud par rstitul BYA sur
1000 électeurs prévoyait que Jacques
Chirac abtiendrait 19 %, Lionel lospin
18 o, Jean-Mane Le Pen 14 %. Cela
voulait dire que le pourcentage réel de
fers projetant de vater pour lacques
Chirac &tait compris enire 19 ¥ - 3,2 %
= 15,6 % et 19 % + 3,2 % =222 %. En
faisani les calewds poar Lionel Jospin et
Jean-Marse Le Pen, on en déduil que e
sondage réalisé voulait dire que le
pourcentage réel dans la population
francaise de personnes souhaitant voter
pour Jacques Chirac élat compris
entre 15,8 U et 22,2 &, pour Lionel
laspin ertre 14,8 % & 21,2 T et pour
lean-Marie Le Pen entre 10,8 % &
17,2 %. Des tourchettes qui ne
! permettaient méme pas de privoir la
| base : ordre d"amivée des candidats !
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La zone hachurée en bleu
représanta le nomore d'élaves
ayant obtenu une note
comprise dans Intervalle
[mayenne = écart-type ;
mayenne + &cart type),

Sur une gaussienne, ce
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