Probablilites

11.1 Introduction aux probabilités

La théoric des probabilités est I'étude et la modélisation mathématique des pli¢tomeénes aléatoires ou
incertains.

Lorsquune picee de monnaie est lancée de maniére aléatoire, elle peut toniber sur pile ou sur face sans
que noils sovens en mesure de prédive Uissue de cet unique lancer.

Décidons de compter le nombre s de fois que face apparait au cours de r lancers successifs. A mesure
que n croit. le rapport f = 2. appelé la fréquence relative, devient de plus en plus stable. Si la
piece est bien équilibrée alors nous nous attendons & ce que face apparaisse lors de 50% des lancers.
autrement dit que la fréquence relative soit proche de 0.5 .

Cette valenr attendue de % (qu'on appelle espérance de 'expérience) s'obtient aussi de manicre <édoe-
tive. En effet chague ¢oté dve la picee ayant la wéme chauce d’apparaitre. la probabilité d obtenir face
ost
Bien que Tissue dun unique laneer soit imprévisible, le comportement a loug terne est déterming,
Cette stabilité a long rerme «'un phénomene aléatoire est a la base de la théorie des probabilités (loi
des grands nowbres).

Considérons une autve expérience : langons un dé et observons le nombre obtenu sur la face supéricure.
Répcétons Pépreave o fois et appelons s le nombre d'ocearrence di résultat 4. A nonvean. lorsque n
augniente. la frequence relative f = 2 se stabilise. Supposant que le dé west pas pipé. la fréquence
d’apparition du 4 sur le long terme tendra vers % . Nous disons alors que la probabilité d’obtenir un 4
vaut &

Alternativement ce vésultat peat étre obtenu par déduction. En effet chaque face est antant susceptible
. d'apparaitre que les antres!

Iy —

11.2 Univers et événement

Lors d'une expérience aléatoire. 'ensemble © de toutes les issues se nonnne Punivers des possibles.
on encore espace des évéucments ¢lémentaires. Un événement cst un ensemble dissnes. antrement
dit c'est un sous-cnsemble de Funivers . En particulier 'enseible {«} coustitné d'une wnique issie
a € (¥ sappelle événement élémentaire. De plus, 'enseruble vide B et 'univers €2 lui-méme sont des
événements car ce sont des sous-enscinbles de € . L'événement @ est appelé événement impossible
ct 2 est Pévénement certain.
Cowmue les événements sont <des ensembles, les combinaisons d'événcments pennettent de former de
nouvcaux ¢véncments o atilisant les opérations ensemblistes :

a. . Au B est Uévenement qui se produit si ot seulement si (ssi) A se prodnit ou B se produit (ou les

deux - réunion non exclusive).

h. AN B est P'événcement qui se produit ssi 4 se produit et B se produit.

¢. A% le complément de 4. sonvent noté A | est I'événemient qui se produit ssi A ne se procduit as.
St A0 B = 9. on dit ¢ue les &vénements sont incompatibles (ou disjoints).

» Exemple :
Lors de 'épreuve du lancer d'nn dé. Panivers est constitué de six issues @ § = {1.2.3.4.5.6}. Soit A
I'événement ~obtenir un nombre pair”. B I'événement ~obtenir un nombre impair”™ et € 'événcment
“obteniv un nombre supérienr a 37 Nous avons done 4 = {2.1.6}). B = {1.3.5} ot C = {4.5.G} .
Alors. ..

AuC ={2.4.5.6} = ~obtenir un nombre pair ou un nombre supéricur a 3”

AN C = {4.6}= “obtenir wn nombre pair et un nombre supérienr a 37

(" =C = {1.2.3} = "ne pas obtenir un nombre supéricur # 3,

11.3 Axiomes des probabilités

Sotent © Funivers d'une expérience aléatoire et 4 wn dvénement. P{4) est appelé probabilité de
I’événement . si les axiomes suivants sont satisfaits



a. Pour tout événement A. nous avous P{d) » 0.
h. L'événement certain est tel que £2{§2) = 1 .

¢. Toute paire d’événements incompatibles A et B est telle que P(AU B) = P{A) + P(B)

» Remarque : A tout événement associc done nue probabilité qui est un nombre compris entre 0
et 1. Si deux événements ne peuvent se produive sinnltanéinent, la probabilité de leur rénnion est la
sornmuc des probabilités de chacun des événemenrs.

11.4 Théorémes des probabilités

Ces résultats décounlent des axiomes ci-dessus.

L’événement impossible (#) a une probabilité nulle : P(#) =0 .

Preuve :

Pour tout événement 4, nous avons AUW = 4. Comme 21 ot Y sont incompatibles, nous avons par le
dernier axiome :

PLA_) = P(A) = Py = P(A)
En ajontant —P{A) aux deux membres de 'équation, nous obtenons P(@) = 0. O

Le théoréme suivant formatise le résultat intuitif que si Ia probabilité de réussite (snceés) d'une épreuve

vaut. disons p = §, alors celle de sa non réalisation (échoe) vaut ¢ = 1 - p = z.

Pour tout événement on a. P(A4) = 1 — P(A).

Preuve :

1 = 4U A avee A ct A incompatibles. Comne P(Q) = 1 le dernier axiome nous donne :

1=PO)=P4 H)=P(4)+PA)

En ajoutant —P{A) taux deux wmembres de I'éqnation. nous obtenons P(A4) = 1 — P{A). 0

Deux résuitats ¢énoncés sans preuve!

Tout événcment A est tel que 0 € P(A4) <€ 1.

Si AC Balors P(A) < P(DB).

Enfin un dernier théoréme...

Pour toute paire d'évéuements A ot B, nous avons
PAUB)=P(A)+ P(B)- P(ANDB)

Preuve :

Intuitivement. par le dernier axiome. on a P{AU B) = P(A) = P(B) ce qui est [aux! En effet comme
A et B uce sont pas incompatibles. Fintersection de prababilité P(A N B) est comptée deax fois. (avee
P{A} et P(B)). Nous devons done soustraive PrA = B et done P(AUDB) = P{A)+ P(B) - P(AN B).



Plus formellement. 4 U 3 est la réunion des événements disjoints A N Bet B
Aiusi P(AU B) = P(AN D) + P(B). Commme P(AN B) = P(A) - P(AN B) nous obtenons

P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AN B)

» Exemple : Si p(4) = % p(B) = —j- et {AUDB)= -;-, que vaut of p(AN B)7

On a
p(AUB) = p(A) + p(B) - p(AN B)

De plus. ‘
pB) =1~ P(B) = |
Ainsi.
p(ANB)y =plA)+p(B)—-p(AUDB) =

w2t
]
!
!
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11.5 Espérance

L’espérance mathématique cst une valeur munérique permettant de mesurer le degré d'équité d'un
jeu de basard. Elle est égale a la somme des gains (et des pertes) pondérées par la probabilité du gain
(ou de la perte). Il s’agit donc du montant moyven que l'on s’attend a gagner (ou perdre) a chaque
répétition de expérience. Une situation on un jeu pour lesquels Vespéraince mathématique est nulle -
pour tons les joueurs (ni gain. ni perte) est appelé « jeu équitable ».

» Exemple :

La roulette comporte 37 munéros () a 36). La mise sur un numéro fixe rapporte 35 fois la misc.
L'espérance de gain en misant 1 CHF sur wn numéro vaut. ..
1 CHF % 35 CHF L _ 0.027 CHF
P om— D Poe— = =)
37 37
Ainsi on doit s'attendre a perdre 0.027 CHF powr chaque franc joué. Ce n'est évidenunent pas un jeu
équitable.

11.6 Ensembles probabilisés finis

11.6.1 Ensembles finis équiprobables

Soit 2 I'univers d une épreuve telle que le nombre dissues est fini et que les caractéristiques physiques
de Uexpérience suggerent gue chague résultat de univers ait la méme probabilité. Un tel euscuble
probahilisé [ini est appelé espace fini équiprobable.

En particulicr. si € coutient » issues. la probabilité de chaque issue est % D autre part. un événement
A contenant r issies ¢lémentaires a ue probabilité -, Autrement dit.

nobre dissues dans 4 n(A)

P(d) = =
(4) nowbre dissues daus @ 1#(Q)

ou
nombre de cas favorables a la réalisation de 'événcment 4

P{A) =

nonbre de cas possible de Vunivers

» Remarque : Il est inportant de se souvenir que cette formule n'est utilisable gue pour des nuivers
dont les issues sont ¢epuiprobables.



» Exemple :

Une carte cst choisie au hasard daus un jen de poker. de 52 cartes. Considérons les événements sui-
vants : A = {coeur} et B = {carte "figure” }. Une carte « fignre » est un valet. nue daine on nn roi.

Déterminer P{A). P(B), P(AN B) and P(AU D).

Comme l'univers est équiprobable :

P(A) = nombre de coens _ _fii _ 1
nowmbre l{lv cartes 52 4
uumiwr de “figure” 12 3
P(B) = = = —
(B) nombire de cartes BY 13

P(AN D) = nutnbre de “hgore” en cocur _ _{
nonibre de cartes 52
PAUB)=PA)=PB)- PlAny =44+ 2 3 -2 U

11.6.2 Ensemble probabilisé fini
Soit 2 = {a.ay.....a,} Vunivers fini d'une expérience aléatoire. Un ensemble probabilisé fini est
obtenu en attribuant & chaque issue «; de €2 o noembre véel p; .- appelé probabilité de «; . tel que les -
propriétés suivantes soient satisfaites :
a. chacque p; est non négatif. ¢’est-a-dire p; >>.
' 1
. la somme des p; vant 1. ¢'est-a-dive Z ==+ =1.
=1

La probabilité P(A) dun événement A est alors définie par la somme des probabllitea des issues qui

satlsfont A:
Pd) = Z Pla,) = Z Pi

TR a,e4

» Exemple :

On lance trois pieces équilibrées et compte le nombre <e

faces. L univers est w = {0.1.2.3}. Le tablean ci-contre in- [ssuc 0 1 2 | 3
dique la molmbllltc de chaqgue issue.
Soit A I'événement “au mwins un face apparait”. ot B F'éve- Probabilité | 1/8 | 3/3 | 3/8 | 1/8

nenent « toutes les faces ou tous les piles apparaissent o,
Ainsi A = {1.2.3} ct B = {0.3}. Alors. par {iéliuilion

" P(A) = P(1)+ P(2) ~ P(3) = - g ¢t P(B) = P(1) + P(3) =

s | —

11.7 Représentations.

Les situations rencontrées dans les exercices de probabilité peuvent sonvent étre illustrées par des
diagramumes.



11.7.1 Diagramme en arbre

Si I'événcment dont la probabilité doit étre
déterminée ost obtene par la répétition
d’épreuves (ex : trois lancers successifs d'un

v
=
=
I
oejes
=-ihs
[l
[es

dé) ou la réalisation simultanée de plusicurs
¢preuves {ex : un lancer de 3 dés). on fait
recours a un diagrannne ¢n arbre.

H — 3.5 _ 15
» Exemple : Dune urne contenant 3 P(RB) = 3 7TT 5%
boules rouges ¢t 5 boules blanches. on tire |

au hasard et sans reiise denx boules succes-
sivement. Quelle est la probabilité que denx

boules de incme couleur svient choisies ? P(BR) = 3 - ; = %ﬁ
. 13
Pinéme coulewr) = P(RR)+ P(BB) = 5%

5. 1. 10

P(BB)=§ 7=

» Remarque :

a. La probabilité d'un chemin (une issue de Nunivers) est obtenue en multipliant les probabilités
des choix faits. (théoreme de la multiplication)

h. La probabilité d'un événement satisfait par plusicurs chemins (composé de plusieurs issues) est
obtemie en additionnant les probabilités de ehague issue. {dernier axiome).

11.7.2 Diagramme de Venn

Lorsquune population £ est partagée selon plu-
sicurs critéres (sous-cuscinbles non néeessaive-
ment disjoints). on peut la veprésenter a laide Fr Esp
d'un diagranune de Ve,

» Exemple : Sur 120 étudiants, 60 étudient e
frangais. 50 étudient l'espagnol et 20 étadient les
denx. Le diagrannue <e Veun correspondaut est
dessiné ci-contre. Il nous permet de vépondre anx

- - Q 30
questions sulvantes :

Un étudiant est choisi an hasard. Caleuler la probabilité qu'il étudic :

a0
120 =

a. soulement le frangais © P("seulement le frangais®) = ';
b, ni le francais ui Pespagnol @ P("ui le francais ni Uespagunol®) = T‘}'ﬁ = %

11.8 Probabilités conditionnelles, indépendance

La notiou de probabilité conditionnelle et d'indépendance est motivée par U'exemiple bien connu snivant :

» Exemple : Prime dassurance

Les primes d'assnrances auto dépendent habituellenient de la probabilité qua une personne choisie an
hasard d’étre itnpliquée dans un aceident. 1D est connu gue les condnetenrs masculins de moins de 25
ans sont innpliqueés dans plus d'aceidents que les antres condnetenrs. Par conséquent. si P{A) représente
la probabilité d'un accident et B représente les conductenrs masculins de woius de 25 ans. les données
nous disent ¢gue :

PlAy < P{A1 D)



Ou P(A | B) est appelée probabhilité conditionnelle de A sachant £3. lei £7{ 4| B) représente la probabilité
d’avoir un accident sachant que le conducteur cst un honnne de moins de 25 ans. Le but de ce paragraphe
est de calculer explicitement P(A4| B).

11.8.1 Probabilités conditionnelles

Soicnt 4 et B deux événeents d un univers 2. Si
P(B) # 0 . alors on appelle probabilité condi-
tionnelle dec A par B (probabilité de A sachant

B). le nombre noté P(A| B) et défini par la for-
mule : A
P{ANB) | b
AN
PA4|B)= ———— :

Comme représentée dans le diagranme de Venn ci-dessns. P(A | B) mesure. dans un certain sens. la
probabilité relative de A par rapport a Uespace réduit 3.

» Exemple :

Une paire de dés est jetée. Lunivers consiste en 36 paires ordonuées(a. ). on a et b peuvent étre un
entier quelconque entre 1 et G, Ajusi. la probabilité est la méme pour tonte les issues et vaut % Trouver

la probabilité gue 'on obtionne 2 avee [un des denx dés sila somue vant 6.

On doit tronver P(A! B) oit B ={somme est 6} et A ={2 apparait sur au moins un des deux dés}. La
probabilit¢ couditionuelle est donuée par P(A| B) = ﬁ%?.%)ﬂ . On a besoin de :

B ={(1.3). (2.4). (3.3). (4. 2). (5. 1)}

A={(2.1). (2.2). (2.3). (2.4). (2.5). {2.6). (1. 2). (3.2). (4. 2). (5. 2). (6. 2}}

Denx éliéments de I3 apparticunent également a A. done AN B ={{2. 1). (4. 2)}.

21 5 . . 1/18
AN = —= e = — ainsi P{A|DB) = =
P{AND) %=1 et P(DB) 6 insi P(A| B) 5/36

2
5

» Remarque : Parfois un événement B se produit sans aucune influence sur la probabilité qu'un
autre événcent A se réalise. Dans ce cas. on a alors P(A|B) = P(4) . Comme P(A|B) = %@ .

il en résulte que P(A) - P(B) = P(AN D)

11.8.2 Evénements indépendants

Deux événements A et B sont dits indépendants si la réalisation de I'un des deux n'influence pas la
réalisation de lautre. Plus formellement. 4 est indépendaut de B si P(A4) est la méme que P{(A| B) Si
) IR TR . } . _ PrAng) . .
lon substitue P{A) dans la fornmle P(A| B) = ~ATm - On obtient :

P(ANB) = P(A).-P(B)

On dit que denx événenments 4 et 8 sout indépendants si P(A N B) = P(4)- P(B). Dans lc cas
contraire ils sout appelés dépendants.

» Exemple :
On jette une picee trois fois de snite. Lunivers correspondant est :
(1= {PP'P. PPE. PFP. FPP. PFF. FPF. F'I'P. FFF)

Ou consiclere les événements



4 ={Face au premier jet}= {FFF. FFP. FPF. FPP}
B ={Facc au second jet}= {FFF. FFP. PFF. PFP}
C' ={Exactement deux faces a la suite}= {FFP, PFF}
Clairement 4 ot B sout des événenients indépendants. ce fait est vérifié ci-dessous. Par contre il cst

plus difficile de se pronoucer pour A et C et pour B ¢t C. Pour vérifier si ce sont des événements
indépendants. on va utiliser la définition : '

1 1 L 2 1
P{A}———E P(B)—_§—~§ P[C)_E—E
2 1 1 2 1
AnB) === - PANC) = - =—= -
PANB) =2 =+ (4nC) =3 P(BNC)y=g=1
De plus :
1 1 1 —
P{A)P(B) = 2 3-31° P{ANB) done A et B sont indépendants.
1 1 1 . . .1
PAPC) = 213" P{ANC) done A et ¢ sont indépendants.
, 11 1 .
P(BYP((') = 3 1= 3 # P(BNC) done B et C sont dépeundants.

» Remarque :

Evénements indépendants : tous les tirages avec remise
Evéncruents dépendants : tons les tirages sans remise

11.9 Distribution binomiale

Considérons les ¢preuves 1épétées ot indépendantes d nne ménie expérience n'ayant que deux résultats
possibles. On nommera ces résultats « Succés » et « Fchec ». Si la probabilité d'un « Succés » vaut p
alors celle d'un échiec est ¢ = 1 - p.
» Exemples :

a. Tir d'une fléchette dans une cible

b. Laucers successifs dune piece de montaic. Evénenient « succes » : obtenir pile

¢. Lancers successifs d'un dé. Evénement « succes » : obtenir « 6 »

Ces lancers suceessifs sont hien indépendauts : la probabilité d'un succés ne dépend en effet pas du
résultat précédent ! (la Héelietre n'a pas de inémotre ') _

Considérous que I'épreuve est répétée n fois ot intéressons-nous au nombre de succeés obtenus lors de
ces i répétitions.

» Exemples :
a. Quelle est la probabilité d'obtenir 2 fois « 6 » en langant 5 fois un dé?
h. Quelle est la probabilité d'atteindre 8 fois ane cible en 11 lancers de Hechettes, sachant que
chacune a e probabilité de. disous. 0.7 datteindre la cible”
Pour schiématiser ces 2 épreuves. on peut construire un arbre de probabilités. Il comporte 2" chemins.
Une issue de lexpérience se code alors a Paide de Sucees et Echee @ par exemple SSEES - --SE
N ——

# fois
Le nombre de S indique le nombre de sueeés. La probabilit¢ d'une issue (un chemin) qui compte &

sieees (et done (1 — &) échiees) vant g (L - p)t ko



Le nombre de fagons d’obtenir & fois S en n éprenves s’appelle coefficient
binomial.
!

I1 se note m

" ot vaut
PR s

En effer. il s'agit du nombre de maniéres de former un mot de » lettres avee k fois E et (n — k) fois §.

» Exemples :

e 5 5 3!
a. L'événenment « 2 suceés parmi 5 lancers » ¢st obtenn o | = omi = 10 fois.

11

8

m

Lo L'événenunut « & eibles en 11 lancers » est satistait (

Soir X 1a variable aléatoire qui indique le nowbre de succes. La probabilité d’obte-
nir & sucees lors de n répétitions d’unce épreuve dont la probabilité de suceés vaut
psenote P(X =k).

C'est la - distribution binomiale. ct clie se calcule par

PIX=Fk= ( :)'pk-{i—p)"—k

» Exemples :

Quelle est ta probabilité d’obtenir 2 fois « 6 » en lancant 5 fois-un dé?

P(X=2)= ( ; ) - (%) : (%);i ~ 16,08% -

b. Quelle est Ia probabilité d'atteindre 8 fois ituce cible e 11 lancers de fléchettes, sachant que chaque
féchetie a une probabilité de 0.7 d'atteindre la cible ?

o8 o\ 3
P(X =8) = ( 181 )(1—'{5) (%) ~ 25.68%

¢. En tivant. avee rewise. 10 cartes d'un jeu de jass. quelle est la probabilité de tirer exactement 2
fois wn as?

. ol bilird eles §iv — a4 1
La probabilité de tirer un as vant p = % = 5

o=z (19)-(3)(3)" ~arom

I1.10 Probabilité d’obtenir au moins un succés, série géométrique

Voici encore quelques excinples de guestions que l'on tronve daus les exercices. ..

» Exemples :
a. Powr caleuler la probabilité quan moins nn suceds se produise en 1 épreuves. on utilise P(A) = 1—
P(A) tévénement complémentaire) Eu cffet. P(X2>21)=1-P(X =0).avec P(X =0) = (1-p)*

(epne des celiees). Adusi
PIX>1)=1-(1-p".



b.

Lors d'une unigue éprenve. la probabilité d’obtenir an moins nn snecés vaut p. En deux épreuves.
cette probabilité passe a 1 — (1 - p)? . En trois épreuves. clle augimente eucore et vaut 1 — (1 — p)*.
Etec... Une question souvent posée est : Combien d’épreuves faut-il considérer, au moins,
pour que la probabilité d’obtenir au moins un succés dépasse une probabilité donnée,
disons 99% ?

[ei I'itconune est u. le nombre d'épreuves a considérer. Déterminons » par un caleul plutdt que par
tatonnenents ! On sonhaite que P(X > 1) > 0.99 . Cest-a-direque P(X > 1)=1-(1-p)" >
0.99 = 0.01 > {1 = p}". Comment résoudre cette équation? On utilise les logarithmes car
I'incommie est en exposant ! '

0.01 > (1=p)* = In(0.01) > I {{(1 —p)'y=n-1u(l —p)

Ainsi - In(l = p) < In{0.01). Attention. comme lu{l — p) < 0. quand on divise par In(1 — p}, on
i {0.01)

(l =)
Parce qu'elle intervient dans quelques problémes de probabilité, rappelons encore ce qu'est la
séric géomdtrique.

doit chinnger le signe de inéquation! Ainsi n > {awronclir a |'entier supéricur) .

) ) 1 - ',.n+-l
G, =l+r+rrrrde  +p" =
l—r
En effet.
Sy, =1 +r +--- +pn-lp
I'"S,. = + ’.2 i M -+ ’.u+1
1— rn+|
Sn - "Sn = Su(l - !‘} =1- "”‘H = 'Sn = -0
1-r
Qu'en est-il de S = lim 5,7
H— X
Cette limite n'existe que si |r| < 1. En effet dans ce cas T " = 0 . si bien que
=2
; . 1
S=lim S, =l+r++rP+.. =
n=> 1-r»

Déterminer la probabilité lors du lancer d'un dé que le premier 6 apparaisse aprés un nombre
pair de lancers.

,=2.1,9551 53535551
P=6'676 G 6 6 66666 6

On peut rééerire

15 (?)Z(i "+(§)“+ _5 1+2_'5+(1’_5)2+(2_5)3+
P=56 6 6) 6/ ") T 36 36 " \ 36 36

il s'agit d'une série géométrique avee r = %

Commue || < 1 cette limite existe. On obtient

l"}:—-—:—.

5
36 1-r 6 1-=

1 3 1
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