Chapitre 13
Probabilités

13.1. Univers, événements et probabilités

13.1.1.Univers

Lorsqu’on parle d'une expérience quelcongue possédant différentes issues possibles, on
appelle univers 'ensemble £) de toutes les issnes élementaires w possibles.

Exemples

1. Si on lance un deé, 'univers est donné par

ST rrr

Cue Von pent se permettre de noter

0 ={1,2,3.4,5,6)

2. Si on lance deux dés simultanément ('ordre ne compte pas). I'univers est donné

{1.6},
{2.6},
(3.6},
(4.6},
{5,6}.

par 413 1.2}, {13, $1.4),
{2,2}, {23}, {24},

() = < {33}, {3.4},
{4,4),

.

{1, 5},
(2.5}
{3.5},
{4.5},
{5.5},

(6,6}

b

o

3. 5i on lance deux dés 1'un aprés 'autre ('ordre compte), 'univers est donné par

i

(1;1), (1;2), (1;3), (1:4),
(2:1), (22), (%3), (%4),
g ] B (3:2). (33). (3:4).
Ty 1), (2). (4:3), (4;4),
(5;1), (5:2), (5:3), (5;4),
| (6;1), (6:2), (6;3), (6:4),
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(1:8),
(2;5).
(3:9).
(4:5).
(5:5).
(6:5),

b




13.1.2.Evénements

Un dvénement est un sous-ensemble de M'undvers (1. Un événement élémentaire est un
sous-ensemble i un élément de I'univers Q (¢’est un singleton).

Exemples

1.

St on lance un deé :
(a) L'événement «le résultat est un nombre impairs correspond au sous-ensemble
de {2 suivant.

F= {- ' -} ou P={1.3,5}

(b) L'événement «le résultat est un 1» correspond an sous-ensemble de {2 suivant.

T={'} ou T ={1}

2. 51 on lance deux dés simultanément ('ordre ne compte pas) :
(a) L'événement «il v a (au moins) un 1 qui apparaits correspond a :
U= {{1.1}{1,2}, {1, 3}, {1,4}. {1,5}, {1.6}}
(b) L'événement «la somme des nombres vaut au moins 11» correspond a :
5= {{5.6}.{6.6}}
3. 51 on lance deux dés 'un aprés autre ('ordre compte) :
fa) L'événement «le premier dé tombe sur 1 correspond a :
Dy = {{1:1),(1;2), (1:3), (L: 4),(1; 5), (1: 6)}
(b) L'événement «le deuxieme dé tombe sur 1 correspond a :
Dy = {(1;1),(2:1),(3: 1), (4; 1), (5 1), (6: 1)}
Deéfinitions
1. On dit quun événement A a liew si M'une des issues de A se produit lors du
déroulement de expérience.
2. Chague univers 2 admet un événement smpossible, il s'agit de 'ensemble vide ().
3. Chague univers £2 admet un événement certain, il s'agit de Pensemble €2,
4. Chague événement A (C ), admet son événement complémentaire, noté A et défini
par
A=CpA (= {we:wg A}
5. Deux événements A et B sont dit incompatibles s'ils s'excluent mutuellement. Au-
trement dit si AN B = (.
6. Deux événements A et B sont dit indépendants si le fait que 'un ait lieu n'influence

pas la possibilité que l'autre ait lien (et vice-versa).

[ei, on remarque que U'événement T est un événement élémentaire, que les événements
[7 et § sont incompatibles et que les événements D) et D, sont indépendants.

Il est évident gue deux événements indépendants ne sont jamais incompatibles! Et

réciproquement.
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13.1.3. Probabilité

A une expérience, on peut associer une probebilité A chagque événement A C (1. Cette
probabilité, notée P(A), est un nombre compris entre () et 1 (v compris) et obél aux
régles de base suivantes (aussi appelées ariomes).

1. On a

P(Q) =1

2. 51 A ot B sont des événements incompatibles (c'est-a-dire AN B = (}). alors

P(AU B) =P(A) + P(B)

Conséquences

Les régles snivantes peuvent se déduire des deux axiomes précédents.

1. P(@#) = 0.

2. P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
3. P(A)=1-P(A)

4. Si A C B, alors P(A) < P(B).

Slogan La probahilité associée a A mesure la proportion de A dans 'univers (2.

(est comme 51 on disait que {2 avait une aire de 1. On peut retrouver rapidement toutes
ces regles par des considérations sur les aires.

Remarque

Lorsque {2 est un ensemble fini. il suffit d’attribuer un nombre entre 0 et 1 & chague
cvénement élémentaire de maniere a ce que la somme des probabilités associées aux
evenements élémentaires soit egale a 1.

Par abus de langage, on note P(w) la probabilité d'une issue élémentaire (an lieu de

P{{w}) qui est aussi accepté). Dans ce cas, on a

‘ P(4) =Y Pw)

Cela signifie que la probabilité de A est la somme
des probabilités des issues élémentaires de A

urg A

Exemples

1. Si on lance un dé, 'univers est le suivant,

- B08 666

Pour un dé non pipé. les probahilités des événements élémentaires somt les suivantes.

(@)@ D) - () -+ (B () -

On avait considérd les événements suivants,

-8B - ()

Ces événements ont done les probabilités snivantes.
RS S W SR |

B(PY\=—_4+_+_=== g FT=
El=g*gteg—p5 a " B
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Si on lance deux dés simultanément ('ordre ne compte pas). 'univers est donné

(1,6},
[2.61,
(3.6},
(4.6).
{5, 6},

par

(2

.

{3.3}

({11}, {12}, {13}, {14},
2.9}, {23}, {24},

(3.4},
(4.4},

{1,5},
(2.5},
(3,5},
(4,5},
{5.5},

{6.6]

L

-

Pour des dés non pipés, les probahilités des événements élémentaires ne sont pas

les memes.

(a) Lorsque les deux dés tombent sur le meéme nombre.

P(1.1) = P(2,2) = P(3,3) = P(4,4) = P(5,5) = P(6,6)

_—
T

(b) Lorsque les deux dés n'ont pas la méme valeur (il v a deux possibilités d’avoir
{1,2} : soit on fait (1:2), soit on fait (2;1)).

; 2
P{i.2) =+ =P(l.8) = P{2:3) = =P[Z8) = +=P{(5:8) = %
a6
On a bien un total de 1 pour les probahilités des événements élémentaires,
2 6 + 30
= =3

=

fir—415-
36
Un avait considérd les Svénements sulvants.

U:{{1‘1}1{1*2}*{}-.*3}:-{1*'1}:-{1.*5}1{}--6}} et 8= {{::'G}'-{ﬁﬁ}}
Ces évéenements ont done les probabilités suivantes.
1 2 2 2 2 2 11 2 1 3 1
Pl ==+ —+4 —- f—p = === ¢t P =—m i —=—== =
Vs *stwtw ™ % % 3 =~ O HgtE "% 1

51 on lance deux dés I'un apres 'autre ('ordre compte). 'univers est donné par

(1:1), (1:2), (1:3), (1:4), (1:5). (1:6), )
(2:1); 2:2); (2;3); {(2;4); (2:5), (2:6),
a_) B, 32, (33), (3:4). 3:5). (36)
B {11} {4?2]:« {"1*3] [‘li'i}* (L'-:J} {ri:ﬁjr
(5:1), (5;2), (5:3), (5:4); (5:5), (5;6),
(6:1). (6:2). (6:3), (6:4). (6:5), (6:6) |

Pour des dés non pipés. les probabilités des événements élémentaires sont les sui-

vantes, i
— pourtout i, je {1..... (5

P(i.j) =
On avalt considérd les dvénements suivants,
Dy ={(1;1):(1;2),(1;3).(1;4),(1:5), (1: 6} }
et Dy = {(1;1), (2:1).(3;1),(4; 1}, (5;1), (6;1)}

(Ces évenements ont done les probahilités suivantes,

1 1 1 1 1 1 ¥ 1
(D) =zstgptagt %-36 5 T

36 36
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13.1.4. Evénements équiprobables

Lorsque tous les événements élémentaires ont la méme probahilité. on parle d’ événements
clémentaires cquiprobables.

Théoréme

(On considére une expérience pour lagquelle € est fini et les événements élémentaires sont
equiprobables. Si A est un événement, alors

nombre déléments de A
P(A) =

nombre d'éléments de §)

Preuve
En effet, on a

. (%) ) nombre d’éléments de A

= = nombre d’éléments de 2 nombre d'éléments de £}
W s f= A

car les événements élémentaires sont équiprobables (4 ). L]
Exemples (voir page précédente)
1. Lorsqu'on lance un dé non pipé, le théoréme s’applique.

2. Lorsqu'on lance deux dés simultanément, le théoreme ne s’applique pas.

3. Lorsquon lance deux dés en tenant compte de ordre. le théoreme s'applique.

13.2. Probabilités conditionnelles

13.2.1.Probabilités conditionnelles
Parfois il est utile de donner une probabilité en utilisant une information connue.
Définition

Soit A et B denx événements dun univers (2. On suppose que P(8) £ ().
La probabilité conditionnelle de A sachant gue B a eu liew est notée P(A|B) et est définie
pAar :

F(AmB

Interprétation

Cela revient a travailler dans un nouvel univers, donné par B. La formule s'explique donc
ainsi : On mesure la probabilité de I'événement A dans U'événement B. En termes daire,
il faudrait regarder non plus les aires dans 'univers {1, mais dans le nouvel univers B.

Moralement, on peut se dire que la connaissance du fait que B ait eu lien restreint
I'univers.

Formule équivalente On a la formule

P(An B) = P(A|B) - P(B)]
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13.2.2.Evénements indépendants
Deéfinition

Deux événements A et B (de probabilité non nulle) d'un univers £ sont dits indépendants
lorsque

P(A|B) = P(A)

Autrement dit, le fait de savoir si B a eu lien ne change pas la probabilité que A ait lieu.

Conséquences

1. Soit A et B deux événements d'un univers 2. Alors on a

A et B sont indépendants <= P(ANB) =P(A) - P(E)

En effet,

“=" Comme A et B sont indépendant, on a P(A|B) = P(A), ainsi on a
P{ANB)=P(A|B)-P(B) =F(A)-P(B)

“<" On a la formule P(A M B) = P(A|B) - P(B). mais par hypothése on a aussi
P{AnN B) =FP(A)  P(B). Par conséquent on a P(A|B) - P(B) = P(A) - P(B).
(est équivalent & dire que P(A|B) = P(A) ce qui signifie que A et B sont
indépendants.

2. La formule est heurensement symétrique (on n'en attendait pas moins). Autrement
dit

P(A|B) = P(4) < P(B[A) = P(B)]

La symétrie provient banalement de la formule précédemment déemontrée.

13.2.3.*Formule de Bayes

On peut trouver un résultat trés intéressant en utilisant les formules de probabilité condi-
tionnelle.

P(A|B) = %;]B} et P(ANB)=P(A|B)P(B)
On a ainsi ¢ |
P(A|B) PlANB) B P{BMA) B P{B|A)P(A) _
3 F(B) = P(B)  P((BnA)U(BNA)
B P{B|AP(A) B P(B|A)P(A)

P(BNA)+P(BNA)  P(B|A)P(A)+ P(B[A)P(A)

On a done démontreé la formule de Bayes.

P(AB) = P(B|A)P(A)
P(B|A)P(A) + P(B|A)P(A)
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13.3.Méthodes de calcul de probabilités

Voici différents problemes classés selon leur méthode de résolution,

13.3.1. Par dénombrement

Cette methode utilise directement la formule vue précedemment et appliguée lors des
premiers exemples,

I FP(A) = Z P(w) Clela sipnifie que la probabilité de A est la somme
wEA des probabilités des issues élémentaires de A

Pour appliquer cette formule il faut connaitre la probahilite de chaque issue elémentaire,

13.3.2 *#Par régles de probabilité

Il s’agit ici d'utiliser une regle de probabilité qui permet de calculer la probabilité cherchée.

Exemples
1. Application de la formule de probabilité conditionnelle.

Parfois on effectue des sondages a propos de questions sensibles {avortement. infor-
mations privées protégées par la loi, ete.). Prenons ici l'exemple de 'avortement.
Il faut trouver une méthode permettant de déterminer la proportion des personnes
questionnées qui ont subi un avortement sans pour autant savoir ce qu'il en est de
chaque personne interrogée (afin que chacune puisse se confier sans crainte ).

Pour cela, on construit un disque scindé en deux parties, 'une de proportion p
et 'autre de proportion 1 — p. Disons que la partie en gris foncé correspond a
I'événement A «J'ai subi un avortements et que la partie en gris clair correspond
a I'événement A «Je n'ai pas subi d’avortements. Sur ce disque on installe une
aiguille, on le cache dans une hoite afin que seule la personne interrogée puisse
le voir. L'aiguille est actionnée et s'arrete aléatoirement sur une partie du disque.
La personne répond «vrai» (événement V') on «fanxs (événement F) selon ce que
montre [ aignille.

On combine axiome 2 et la formule de probabilité conditionnelle.

P(V) P((VNnAUu(VNA) = P(VNnA)+PVnNA

= P(V|A) - P(A) + P(V|A) - P(A)
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Cette formule est équivalente a

P(V)=P(V|A)-P(A) + P(V[A) - P(A)
= P(V)=P(V]|A)-P(4) + P(V|A) - (1 - P(A))
= P{V)=P(V|A)-P(A) + P(V|A) - P(V[A)P(A)
= P(V)=(P(V]|A) - P(V[A)) - P(A) + P(V|A)

— P(V)- ]P[Vlﬁ} = (P(V]A4) —P(V]A4)) : P(A)
{Un peut ainsi isoler la probabilité a caleuler.
P(V) - P(V[A)

P(A) = -
P(V[A) - P(V

A)

Lorsque le nombre de personnes interrogées est trés grand. la proportion des per-
sonnes qui ont dit «vrai», notée ¢, permet d’estimer? P(V). Cela permet d’estimer
P(A) qui livre la proportion de personnes ayant subi un avortement. Or, la maniere
dont le disque est construit nous dit que P(V|A) = p (car si on sait que la personne
a ete avortée, la probabilite qu'elle dise «vrai» correspond & la probahilité que

'aiguille s'arréte dans la zone de proportion p) et P(V|A) = 1 — p {raisonnement
analogue). On peut ainsi estimer la proportion cherchée.

poa) = PV =PV P(V) - (1-p) P00 ctp1
YT P(VIA) -P(V[A) T p-(1-p) - 2p-1

{Un remarque que p = %

en deux parties égales. On ne pourrait plus en deéduire quoil que ce soit.

ne convient pas. En effet cela reviendrait & scinder le disque

Application de la formule de Baves.

Un éleve réepond a une question a choix multiple. De deux choses T'une @ soat il
connait la réponse, soit il la devine. Soit p la probabilité gue éléve connaisse la
réponse et done 1 —p celle qu’il la devine. On admet que 'éleve qui devine répondra
correctement avee probabilité ﬁ o m est le nombre de réponses proposées. Quelle
est la probabilité qu'un éleve connaisse la reponse a une question s'il v a répondu
correctement ?

Soient E et F respectivement les événements «il conuait vraiment la réponses et
gl'étudiant répond correctement i la questions. Alors
P(F|E)P(E) 1:p m.p

| = — —_— -
P PP ) + PEERE) T EA-p) 1+ (m-1p

En prenant par exemple m = § (cing réponses possibles pour chaque question) et

D= % (une chance sur deux de répondre juste). la probabilité qu'un éléeve connaisse

la réponse a une question sachant qu’il a répondu correctement sera ainsi 2.

1
ATNeE)

sagit de la lol des grands nombres (voir aussi le théoréme central limite du cours de premiére
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13.3.3. Par arbre

Cette méthode est extrémement pratique pour calculer les probahilités lorsque expé-

rience consiste en des éprewves successives.

Dans de nombreux cas, une expérience E se décompose en n épreuves successives. Les

Exemple

On considére deux urnes [J et V' extérieurement identiques. L'urne [7 contient 2 boules

noires et 1 blanche et V' contient 1 boule noire et 3 blanches.

(Jn cheisit d’abord an hasard une des deux urnes, puis on extrait d'elle successivernent 2

boules (sans remettre la premiére dans 'urne).

(On représente chaque cas possible a4 Paide de Uarbre suivant.

(]
=

i8] —
=]
-

La probabilité d'une branche est égale au produit des probahilités de chagque

] = a|— ra]— (=1 E

rafl—

L
Z

ol

wl—

e

=l

T

-1
-1
1

.2
3

la branche. En effet, la formule de probabilité conditionnelle nous dit que

P(ANnB)=P(A)-P(B|A)
En appliquant cette formule n fois, on obtient

P(E) = P(EiNEN---NE,)

b

e T

eprenve de

= P(E) PlEIE) -P(E|ENE) --PE|JE.NEN--NE,_)

Clomme chague bout de branche constitue une issue élémentaire. les probabilités données
par les produits sont les probabilités élémentaires de I'éprenve. Ainsi pour caleuler les pro-

babilités assocides a des événements plus complexes, on utilise la formule de la précédente

méthode de caleul (P(A) = Zw_e_ 4 Plw)).

Remarque
51 les épreuves successives sont indépendantes, on a
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13.3.4.La technique des anagrammes

Imaginons une expérience avec trois issues possibles a. b et ¢ de probabilité p,. py et p..
Imaginons encore que 'on répete cette expérience trois fois de maniere indépendante.

AN
AMAAAAAAN

La probabilité d'obtenir une fois a, une fois b et une fois ¢ est donnée par :

Pa - P+ Pe - nombre d'anagrammes de | a | b | ¢ |= Hpapep: = Gpaprpe

La probahbilité d'obtenir deux fois o et une fois ¢ est donnée par :

, e mam al g
Pa - Pa - Pe - nombre d'anagrammes de | a | a | ¢ |= FpapPePe = 3P Pe

La probabilité d'obtenir trois fois a est donnée par :

. @
Pa* Pa* P, - nombre d’anagrammes de | a | a | a|= :*t_i-”u Dby =15
En fait le nombre d'anagrammes correspond a chague fois an nombre de chemins sur
I'arbre correspondant an probléme voulu. Cette technique est tres efficace et se généralise
aisément a de multiples cas d’epreuves sueccessives. Elle permet aussi une rédaction plus
condensée qu'un arbre puisqu’on n'écrit que les branches concernées,
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13.4. *La loi binomiale et la loi multinomiale

La loi binomiale

On considére une expérience composées de n épreuves successives, Supposons de plus que
chaque épreuve admette 2 issues possibles (succes ou échec) et que les épreuves successives
ainsi obtemes sont indépendantes. Notons p la probabilité d'un succes et ¢ (= 1 — p)
la probabilité d'un échec lors d'une épreuve. On dit gqu'une telle expérience suit une lo:
hinomiale.

La probabilité d'avoir & succes (ou n — k échecs par symetrie). notee Pin, k). parmi les

n épreuves est donnée par la formule suivante.

Pn k) = : prgnF

Preuve de la formule grice 4 la technique des anagrammes

Le lecteur s'imaginera 'arbre correspondant & I'expérience. Cet arbre posséde 2" branches.
Pour caleuler P(n, k), il suffit de compter les branches qui correspondent exactement a
k succes. Ce nombre correspond an nombre d’anagrammes de

OEaDnEsn

oy e -

B i W
Ji.' Lermes n—E&k termes
n! " ihitd phqn—k
Il v a done W = ( J[\.]l telles branches et chacune a une probalilite p*g de se
An— k)!

realiser. DV'on la formule ci-dessus. J

La loi multinomiale

On considére une expérience composées de n épreuves successives. Supposons de plus

que chaque épreuve admette m issues possibles, notées iy, ..., 4m, et que les épreuves
succeessives ainsi obtenues sont indépendantes, Notons py. . ... p,, la probabilité de chague

issue lors d'une épreuve. On dit qu'une telle expérience suit une loi multinomiale.

La probabilité d'obtenir k) fois Ia premibre issue, ke fois la denxieme issues, ., &y, fois
la m-ieme issue est donneée par la formule suivante.
ll"l‘.‘u

|
nl e
IR 2 T L T L

kp!l - kol - k!

Preuve de la formule grace a la technique des anagrammes

L’arbre correspondant a Uexpérience possede m” branches. Pour ealeuler la probabilité
cherchée, il suffit de compter les branches qui correspondent exactement a b succes. Ce
nombre correspond au nombre d'anaprammes de

3 N Y 23 Y Y
= v x v - S - > 7
k1 termes fea termes Ky termes
nl O ’
Il v a done : telles branches et chacune a une probalilite ;:-tl el vy P de
g oo Kilakales kel :
se réaliser. DVon la formule ci-dessus. O
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13.5. L’espérance de gain

Lorscu’on effectue une expérience aléatoire et qu'on décide d’associer une somme d’argent
a chaque issue élémentaire, on peut se demander quel est le gain moyven qu’on est en droit
d’espérer a chaque partie. L espérance de gain est la movenne des gains pondérés par leur
probabilité.

Premier exemple

Albert et Béatrice jouent & pile ou face. 5i la piéce tomhbe sur pile. alors Albert donne
1 CHF & Béatrice; si la piece tombe sur face, alors Béatrice donne 2 CHF a Albert.

Les issues élementaires sont : pile ou face. L'espérance de gain d’Albert est :

. | . 1 1 { 9 1 1
gsperance e gain = — o “+= . Feci = =
2 e el 2 2
Albert perd S Albert gagne S
1 CHF si la probabilitd 2 CHE &i la prababilité
pitce tombe  que la pigee pitce tomibe que la piece
sur pile tombe sur aur face tombe sur
pile fane

Ainsi, EN MOYENNE, Albert peut espérer gagner (.50 CHF a chaque partie. C'est une
esperance théorique, puisque cela n'arrivera jamais en une seule partie. Néanmmoins, sur
1000 parties les gains qu’Albert peut espérer se montent a 500 CHF. Il faut considérer
I'espérance comme une MOYENNE THEORIQUE. Si Albert est malchancenx, son gain sera
en-dessons de son espérance, s'1l est chanceux, son gain sera en-dessus de son espérance.
Néanmoins, plus le nombre de parties devient grand, plus son gain se rapprochera de son
espérance (c'est nun théoreme mathématique que 'on appelle loi des grands nombres).

Deuxieme exemple

A Uexpérience aléatoire comsistant a lancer denx dés. on associe a chague issue la somme
d’argent correspondant a la somme des nombres montrés par ces deux deés.

Issue | CHF || lssue | CHF || Issue | OHF || Issue | CHF || Issue | CHF || Issue | CHF

g 2 o0 2 B ¢« 0 5 oOE 5 BE

-]

28 : (88 ¢+ B8 5 88 ¢ 28 T B8
EE ¢« B 5 B ¢ 2| T 22 3 B8 Y
EBE 5 B8P ¢ B T S s BE) 0 BE| W

o

e B0 " B : B85 ' 868 v 86 -
B ' 68 B8 v 668 vV | F8 ! | B6|

S on suppose que les dés sont bien équilibrés, alors chaque issue a antant de chances de

se produire (c'est pour cela qu'on a tenu compte de Uordre). On trouve ainsi le tablean
des probabilités suivant :

gain (en CHF) [ 2 |3 |4 |5 |67 |&|9(10]11]12 |
e 1 [z2laldlslelslala]lz] 1]
probabilité m=o| = || A [ | B e | S |20 | = | |

L'espérance de gain, notée E. associée a cette expérience est donnée par :
—5, 1 g 3 ool e o Boeg . Boag 4 . 2 1. 7
E=2-2+3-5t+d5+o 5+ g5+T-5+8 5+ 5+10-5+1l-5+12.5 =7 CHF

Done, en moyenne, le gain d'un tel jeu est de 7 CHF.
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