Chapitre 11

Séries arithmétiques et géométriques

11.1. Séries arithmétiques

Une histoire sur Gauss (célebre mathématicien allemand)

On raconte gue lorsque Gauss était éleve, un de ses professeurs de mathématiques lui a
infligé comme punition le calcul de la somme 1424344454 -4+ 1000. Gauss a trouveé
la réponse en gquelgques minutes grace a astuee déerite ci-dessons.

B s 1 | 2 I 3 Foeee 4 998 4+ 999 4+ 1000
5 = 1000 4+ 999 4+ 998 + --- A 3 + 2 4 1
25 = 1001 + 1001 + 1001 + --- <+ 1001 <+ 1001 + 1001

Puisque le terme 1001 apparait 1000 fois dans la somme 25, on obtient :

= L1000 - 1001 2
25 =1000-1001 <= S= — AUHU
Définition
Une série arithmeétique est une somme hnie de termes

i
G

iy
g+ -+ ay

pour laguelle il existe un nombre r, appelé raison, qui satisfait |ag., = a, + r|.

Exemples
Y A R R R R R R AR
a) 1+24+34+44+54+6+T+8+9+10
H E H A 5 &5 #H &
b) 1+34+54+74+94+114134+154+17+19

H H H H H H. R K K _KH H K H
FE+84+104+124+ 144+ 16+ 184+204+ 22 4+ 24 4+ 26 + 28 + 30

~ - P s ~ - P T o - ~
d) 120 4+ 115 + 110 + 105 + 100 + 95 + 90 + 85 + 80 + 76 + 70 + 65
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Théoreme

Siay+as 4+ 0,y_1 + a, est une série arithmétique de raison r. Alors, on a :
] = iy
2
Autrement dit. la valeur de la série est égale au nombre de termes de la somme multiplie
par la movenne du premier terme et du dernier terme.

 +dz 4t g1ty ="1"

Preuve

Onnote S=a; +as+az+---+ a,_1 + ay. On pent utiliser I'astuce inventée par Gauss
dont on a parlé au début de cette section. Cette astuce consiste a écrire la somme 5 une
fois normalement et une fois inversée, puis 4 examiner la somme verticale {(voir tableau
ci-dessous) ¢

S = i b 1 | ils Boaas o i iy | . ey
+ g = fln t -1 + (in—2 ko o {3 -+ i1
285 = m4+a, + ot + Gydtya + i = g gk0s =+ g, a;

Or, comme 5 est une série arithmetique, on trouve grace a la propriété (.., = a, + v
que :

i F iy =ds+dy_y =dg+y_3 ="+ =iz + fly =y + i)
En effet, comme as = 4 + 7 et que a3 = a, —r {car a, = gy .3 +7), oo a bien ¢
2z + 0fei = Qi+ T4+ 0y — 7= + iy
D e, puisque g = as 4+ F b Que gy -9 = dp -1 — F {(CAT 8.1 = Op-8 + 7)., on 8 Anssi !

0 +@p=-2 =02+ r+p-1 —F=02+dn-1 =41 + an

et ainsi de suite. . |

Dome ¢
25=(m+an)+l@r+an)+lm+an)+---+(ar+a,)+{ar+as) =n- (a1 +a,)
L " o

1 fois

Ainsi |
- 1y iy,
S=n—

2 ]

Application du théoréme aux exemples précedents

=
= )

1+ 10
—

a) 1+2434+445464+74+8494+10=10-

1) termes

. = 1+19
b} ;J.+li+r'}+7+ﬂ+ll+lﬂ+15+1:+1F£—'1E]-T—HHI

e
11} termes

. it 2 + 30
€) 2+44+6+8+10+12+14+16+18+20+22+ 24426 +28+30 = 15-—— =240

.
15 termes

120 + 65

= 1110

d) 1204+ 115+ 110 + 105 + 100 4+ 95 + 90 + B5 + B0 + 75 + 70 + 65 = 12 -

o

12 termes
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11.2. Séries géométriques

Les rentes

Un généreux donateur a décidé de verser 100 CHF sur votre compte en banque tous les
premiers janvier de 2001 a 2050. En supposant que le taux d'intéréts de 1% est constant
jusqu’en 2050 et que personne n'a retiré o ’argent sur ce compte, on peut déterminer le
capital en date du premier janvier 2050 en capitalisant chacun des versements (& 1'aide

de la formule de capitalisation des intéréts composés ), = Cy(1 4 7)").

Copse = 100 4+ 100(1.01) 4+ 100(1.01)% + 100{1.01)* 4 - - - - F100(1.01)% + 100{(1.01)*
P
VETSEMENT ppemyiong .r.!_\m:u.nt w-rE.;:u.ranL l.'c:rs:;lu'-nl l.'ur.hw?:n-:'m
daté du daté du daté du daté dn daté du daté du
02060 01,2044 11,2048 01,2047 (2002 012001

O termes (L par an)

= 100 (14 1.01 + 1.01% + 1.01° + - -+ 4 1.01% 4 1.01"%)

£h -
o
serie geomaetrigque

Meéme si la réponse peut étre calculée A la main (en additionnant les 50 termes, on trouve

P

Cogno = 6446.30 CHF (arrondi & 5 centimes prés)), il serait bien d’aveir une formule
permettant de calculer cette série géométrique sans devoir additionner ces 50 termes.

Deéfinition
Une série géométrique est une somme finie de termes

et i ~ e
a1 =+ o g = - =4 aTp

5 1 wetet o =y 2 " 1 = 16 H — N
pour laguelle il existe un nombre v, appelé raison, qui satisfait (rs1 =ak-rl

Citte a effectuer une mise en évidence de a; comme dans U'exemple ci-dessus, on peut

toujours ecrire

"

i - S X AOA LA A A LA
mIﬂg1-u.,-;+---I-rr,,:m-(lir-lr s SCRREL Ry 7 )
Exemples
A 2 ] 2 k.4 o . 2 3
e fae " P e e (Y " "
a) 142+ 4+ 8+ 16 + 32 + 64 + 128 + 256 + 512
1 1 | .1 1 A 1 A L 1 .1
; r;z"|;z‘l’;z"l’:{1".'{1“"?'1“:{:|';_r‘1".9‘-'|:"?"1’:{l
b) l+s+3tstetestatmtmtm T o toe
o o . = S, - e S, 7. L i, i
) 14+ 11+ 112+ 183 + 110+ 1154+ 115 + 117 + 1.8 + 1.17 + 1.1 + 1.1
&4 i} E} &4 P} [ 3 i o P |
" " s e T o " R Pl
d) 12+ 36 + 108 + 324 + 972 + 2916 -+ 8748 + 26244 + 78732 + 236196

63



Théoreme

La formule permettant de calculer une série géométrique de raison r et dont le premier
terme vaut 1 est :

; £ : ?'“ 1' l ) ,l"“
| e T o a o o — —
r—1| 1—r

Bemarquons que n est le nombre de termes de cette série.

Preuve

(O a en distribuant

(I4+r+r2+r+- 241 (r—1)
- ro4+ o+ ot 4 S on A
1 ¥ ] 2 T.! I 1 I“_I:
= =1
On a ainsi monutré gue :
x : = ) ==t
{1 - e | o foevs =2 o 1}{I' 1) = " 1

Par conséquent en divisant de chague coté par (v — 1) on obtient la formule énoncée dans
le théoreme. i

Application du théoréme aux exemples précédents

; EI.[:' :
8) 142+4+8+16+32+64+ 1284256+ 512 = S——=1023
Il}t:;nu-ﬁ & -
l}l|1|1|1|1_1}1|1|1|1|1}1 H)ul
) T M- T T B e D g 8 | e
2 1% 76 3 1 128 56 512 1024 2088 g~k
1005 12 {:;J:uc:h
gL =]
= ——— = 1.9995
2048 :

e) 1411+ + 1P+ 1.1° + 1.1° +1.1°+ 117 + 1,1 + 1.1° + 1.1 + 1.1V

-

Ii:;;tm-a-»
1.1% -1 .
= — O] 2843
1.1-1
d) JE =36 4 108 4+ 324 4 972 4 2016 + 8748 + 26244 4 THT32 4 Ei'i{il!jfi

"
L0 termes

:_}HI 1
=12 (14 3+ 9+ 27+ 81 + 243 + 729 + 2187 + 6561 + 19683) = 12 T3

= 354'288
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