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Chapitre 12

Séries et développements de Taylor

12.1 Les séries arithmétiques et géométriques

Il s’agit d’un résumé

12.1.1 Le symbole somme
Le symbole > permet de condenser I’écriture de grandes sommes.

n
E ap=a1+ax+az+---+a, = E k1

k=1

12.1.2 Séries arithmétiques
Définition
+r +r +r +r
B o . - . ~ ~ ~ ~
Une série arithmétique est une somme finie de termes a; +as +as +---+ a, pour
laquelle il existe un nombre 7, 7 # 0, appelé raison, qui satisfait |ag,1 = ax + 1|

Théoréme

Siay+ag+ -+ an_1 + a, est une série arithmétique de raison r. Alors, on a :

|-+ |v M -r 7—1
'™ & " i ) - u]_ +(I'n,
a|+a2+a3+ L E_n(a1+?k)—n- 5

12.1.3 Séries géométriques

Deéfinition
Y A A

~
Une série géomélrigue est une somme finie de termes a; +as + a3 +---+a, pour
laquelle il existe un nombre 7, r # 1, appelé raison, qui satisfait [ag.1 = ax - 1.

Théoréme

Siay+as+---+a,_1 + a, est une série géométrique de raison r. Alors, on a :

n—1 n—1

A A ~ = ” 1—7m
aatat:-+a, = E ((11 & ):al-g ™ = aq 1
e
k=0

k=0
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12.2 Une propriété fondamentale des nombres réels

Soit, (ay)k=k, une suite! de nombres récls. S’il existe un rang K > kg tel que
1. (ax)k=k est monotone croissante (ar+1 = ax pour tout k > K);
2. (ap)k>x est majorée (il existe M € R tel que ax < M pour tout k > K).

Alors, la suite (ay )ik, cst convergente dans R (il existe a € R tel que kllm ar = a).
: —+-+00

12.3 Séries infinies et critéres de convergence

12.3.1 = Séries infinies

Soit (ag)k=k, une suite de nombres réels. On définit une série infinie comme étant la limite
de ses sommes partielles (si cette limite existe). On dit que a; est le terme général de

cette série.
délinition
Sam Y a > a
n—>+oo

k}kg k= kn k=kp
~~ S——
ce sont deux fagons de noter la méme somme somme particlle

12.3.2 La série géométrique infinie et sa convergence

Soit z € C (z = 1 compris). La série géométrique infinie de raison z est

Zz"’zl—}—z%—zz—l—z:j-{-—---
k=0

Théoréme

1. Si |z| < 1, alors la série converge dans C et vaut g Z° = -

2. Si |z| = 1, alors la série ne converge pas dans C.

Preuve

1. Si|z| =1, on a limj 4 2¥ # 0 et par la contraposée du théoréme fondamental de
la page suivante, la série ne converge pas (dans C).

2. Si |z] < 1, les sommes partielles sont des séries géométriques finies
gérie n+1
. &,wmétrlqut, . 11—z
E 2F = lim E 2" lim ————
- n—+00 n—too 1 — Z
1

Comme lim 2" =0,ona Y. 2F= .
n—+oa k=0 1—2 ) l:‘

Un cas particulier

Voici une série géométrique infine (cas z = %)
1- 1— (%)n—l—l 1 .
E = 1111 = —]
Z2k fn)|r)o 02" n—+o0 l—% ]—%

1. Dans ce chapitre, toutes les suites sont indicées par un sous-ensemble des nombres naturels (kg € N).
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12.3.3 La série harmonique

Voici une série infinie qui diverge. C’est la série harmonique

-4

8

x| =

= 400

b
Il
A

En cffet, supposons par 'absurde que la série harmonique converge vers un nombre s € R.
Notons s, la somme partielle _p_, 7. Ainsi, la suite (s,),>1 converge vers s, tout comme
la sous-suite (S2p)n>1. Autrement dit

lim s,= lim s, =3s
n—+00 n—r+oo

Considérons la suite (Sg, — 8y )n=1. Par les propriétés des limites, on a

lim (sg, —8p) = lm s2, — lim s, =5—5=0 (5)
n—++00 n »|oo n—+00

Mais on a, pour n > 1,

mmsn = lhsaipp i (el ol ot
S| T 273 om 273 n) = &k k
1 i 1 " 1 1 2n 1
n+1 n+2 2n—1 QTE_knﬂk

~
n fractions

Or si k est un nombre tel que & < 2n, alors % > i donc
2 2 .
Sop, — 8y = = - — =
St k7~ on  2n 2
k=n-1 k=n-1

b=

On vient de voir que chaque terme de la suite (s2, — 8, )n>1 est plus grand ou égal a
Cette suite ne peut donc pas converger vers 0, ce qui contredit (¥%). [

12.3.4 Théoréme fondamental sur les convergences de séries

Soit >, k, Ok une série avec ar € C. Si cette série converge dans C, alors son terme
général tend vers zéro. Autrement dit

E ap =8 — lim a, =0
k—+o0
kzkn

Preuve

Notons s,, la somme particlle Z:‘an ay. Par les propriétés des limites, on a

lim @, = lim (sn — Sp ._1) = lim s, — lim s,_1=5—-5=0
n—-+00 n—+-+00 n-+|oo n—++400 D

La réciproque du théoréme fondamental est fausse

En effet, la série harmonique fournit un contre-exemple.
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12.3.5 Critére de comparaison

Soit (k) ksk, €6 (b )k, deux suites de nombres récls tels que, & partir d’'un rang K > ko,
on a 0 < a; < b, pour chaque k > K, alors :

1. Si 5 by converge dans R, alors ) a; converge dans R.

kzko kzko
2. Si 3 ay diverge, alors ) b diverge.
kzkn k=kn

Preuve
1. Puisque > by converge, il existe t € R tel que ) by =t.
kzko kzK

k3 T
Notons s, la somme particlle > ay et ¢, la somme partielle > by.
k=K k=K
Comme ay, = 0 et by = 0 pour tout k£ > K, il est évident que les suites des sommes

partielles (8,)n>x €t (I,)n>x Sont monotones croissantes.

Comme pour tout k > K on a ax < by, on sait que s, < ¢, <t pour tout n > K
(car (t,)n>xk est monotone croissante).

Ainsi, (s,)n>k €St une suite monotone croissante majorée. Par la propriété fonda-
mentale des nombres réels vue en page 102, on conclut que la suite des sommes

partielles (s, )n,>x est convergente et qu’ainsi ) aj converge.
k=ko

2. Il s’agit de la contraposée du point 1. O

Application du critére de comparaison

: 1 . .
On va comparer la série Y — & la série convergente suivante.
iz k 9
Z (k+1)(k+2)
k>1 ’
On démontre la convergence de cette derniére série grace & une somme télescopique.

n K

2 - 2 2 2
I S N ( _) — ( | ) _
n—l}g-loo; Uﬁ?—i—l)(k—l—Q) n—lkl-{z—lmz k41 k42 nEl}I-il—?:)o 1 n+4 2 :

De plus, on a, pour k = 4

1 2
< — < —_
SeE<trnrio|*
En effet, on a
Fb) = 2 _l_?kz—(k—i—l)(k:—FZ)__ k? — 3k — 2
T (k+D)(k+2) K RE+1D(E+2) K(E+1)(k+2)

Le seul zéro positif est k = 2 ;/ﬁ 2= 3.56, ainsi, aprés k = 4, la fonction ne 'changcra plus

de signes. Comme f(4) > 0, on a bien f(k) > 0 pour k >

2
Gréce au critére de comparaison, % montre que 3 2 75 converge puisque Z m
converge (sa limite est 1). k21
2
, . . T
Remarque. Ce n’est pas facile, mais on peut montrer que E R

kzl



432

12.3.6 Critére de la racine (ou de Cauchy)

On considére la série infinie Y, ay avec a; > 0 pour tout k& > kq.

k=ko
¢ < 1, alors la série converge dans R

Si lim +/a; = c (si cette limite existe) et ¢ ¢ =1, alors il y a doute
s ¢ > 1, alors la série diverge
Preuve

On suppose que la limite existe et vaut ¢. On distingue trois cas :

L

c< 1.

Soit 7 € |¢, 1. Puisque lim /@ = ¢ < 1, a partir d’un certain rang K > ko, on a

k-—+{|oo

Yap<r<1l pourtout k=K

De plus, comme a;, = 0 pour tout k > ko, on sait que ¢ = 0. Donc r € [0, 1].

Ainsi, on a

Y. 0k = Gg+tagy1tagi2+akis+--
k=K
= (W) K + (K+M)Kl-l + (K"t\z/m)K-’_Q + (K+m) K+3 .-

g 'FK—]—TK+1+T’K+2+T’K|3+"'

K 2, .3 refoll g1 r¥
= - (I4+r4+r?+ri4+---) = 7% =
' : _ 1= 1—r
On a ainsi montré que la suite des sommes partielles est majorée.
- K1
>a ' Y - ZQHZ% <
k=ko k=ko k=ko ke=ko

Donc Ek? K, @k CONVErge, puisque la suite des sommes partielles est monotone crois-
sante (a; > 0) el majorce.

.c> 1.

Puisque hlim ¥ar = ¢ > 1, a partir d’un eertain rang K > ky, on a
. 00

Yar>1 <= ar>1F=1 pour tout k> K
Ainsi le terme général ne tend pas vers 0. Donc, par la contraposée du théoréme

fondamental sur les convergences de séries, la série ne converge pas (dans C).
c=1

La série harmonique z% ne converge pas et la série ) ﬁ converge, pourtant pour
ces deux séries, on a ¢ = 1. En effet, pour m=1c¢t m =2, on a

. T lu(k,) T "_"f_lfl__(f'_)_ Hos i ™
c= lim lim v n(zw) — lim e~ — ¢ lim BP —lm P _ 0
k—+co km k—+oo k:—H-oo D
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12.3.7 Critére du quotient (ou d’Alembert)

On consideére la séric infinie ) ay avec a; > 0 pour tout k > k.
k=Ky
¢ < 1, alors la série converge dans R
ag

Si lim —' = ¢ (si cette limite existe) et { ¢ =1, alors il y a doute
k—+co Qg : P
i ¢ > 1, alors la série diverge

Preuve

On suppose que la limite existe et vaut ¢. On distingue trois cas :

L. e<].
a o :
Soit r € |e, 1[. Puisque lim —#+1 _ ¢ < 1, & partir d’un certain rang K > ko, on a
k—+oo g
(L- i
R o | pour tout k=K
Q.

De plus, comme a; = 0 pour tout k > ky, on sait que ¢ = 0. Donc r € [0, 1].

Ainsi, avec un peu d’astuce, on a

Y ar = ax+agy1 +axi2+axyz+---
k2K
. ) 1_’_(LK§--1+0'K+2.a‘K-ﬁ-l+5LK+3_0»K|2_(1-KEI+H.)
ag ag+1 QAg .04z Qg1 OK
; 4 ref0,1] 1 ax
< ag-(T+r+ri+ri4--) = KT T [,

On a ainsi montré que la suite des sommes partielles est majorée.

n - +00 K-1
Bazd GrK
E ap < Qg E ay + E ap < E axr +
k=kq k=kq k=ky k=ko

Done > K>k, @k CODVEIrge, puisque la suite des somimes partielles est monotone crois-
sante (ax > 0) et majorée.

2. % 1.
i1
Puisque lim — > 1, & partir d’un certain rang K = kg, on a
k—+o0 (Lk
Qg1
>1 <= ap;1>a pourtout k=K
Qg

Ainsi, la série finissant par étre monotone croissante, son terme général ne tend pas
vers 0. Donc, par la contraposée du théoréme fondamental sur les convergences de
séries, la série ne converge pas (dans C).

%)

. c=1.

La séric harmonique ) ﬁ ne converge pas et la série Y k‘—g converge, pourtant pour
ces deux sérics, on a ¢ = 1. En effet, pour m=1et m=2,0n a

1

c= lim & — pm T
k—too o k—4co U{,‘ - 1_)”’5 D
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12.3.8 Critére de l'intégrale

On considére la série infinie ZM ko @k OU (ax)k=k, est une suite décroissante avec ap = 0
pour tout k& > ko. Supposons qu’il existe un rang K > ko et une fonction décroissante
définie sur [K, +oo] telle que f(k) = ax (pour k > K). Alors

1. si lintégrale converge dans R, alors la série converge dans R, et réciproquement ;
2. si la série diverge, alors I'intégrale diverge, et réciproquement.
Preuve du critére de 'intégrale

Les hypothéses nous placent dans une situation graphique semblable aux dessins suivants.

Y Y

(I.K\ -~ - af

QKL . LY € M A

OR+2 | ; CE42

oy <3 G aF43

C&j{.’;,i——'—:-—:—:u__ AR 14

QK6 [F T hese iy : AR5

xT - T
K K1 K42 K+3 K+4 K K+1 K42 K43 K+4

On en déduit les chaines d’inégalités suivantes pour tout n > K + 1 (n = K + 5 sur les

schémas).
Z ap < / f(z)dz < Za,

k=K+1 k=K

. 1 ”' : & 3 avsl 3 =) ~+F
Dor‘u,, comme la suite ([ o (x) dﬂ:) 3K 11 et la suite des sommes partielles sont monotones
croigsantes, on a les majorations suivantes.

n +co oo
f(@)dz < . ¢t flz)d
/;; T ;ak c a;r / xI)axr

k= IH—l
Par conséquent, on peut démontrer les points 1 et 2.

1. sila série est convergente, la suite ( f ; (x) dT) est monotone croissante et majorée,
. N . T . ? ki
donc converge ! Pour la réciproque, si 'intégrale est conv ergente, la suite (Z £z ak)
est monotone croissante et majorée, donc converge.

2. Ce sont les contraposées des deux propositions du point précédent. Elles sont donc
aussi vraies. O
Application du critére de ’intégrale

On peut trés facilement retrouver les résultats démontrés aux pages 103 et 104 grace a
ce critére. Les fonctions utilisées ci-dessous satisfont bien les hypothéses du critére.

+oc

1
/ dz diverge — Z diverge
¥ k=1

_!..m

1 1
— dx converge dans R — E — converge dans R
72 k2

K k>1
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12.3.9 Convergence des séries alternées
Définition
Une série est dite alternée si elle peut s’écrire de la maniére suivante.

E (—1)kak avec ap =0
k=kq
Théoréme des séries alternées
Une série alternée est convergente dans R si, pour tout & = ky, on a
Opi1 < Qg ct im a, =0
—_—— k—r+o0
la suite ay est monotone décroissante ) .
le terme général de la séric tend vers 0
Preuve
: R . o . . _ n k R BN
On considére la suite des sommes particlles (Sp)nzk, 01 85 = D (—1)%az. On considere
encore les sous-suites de sommes partielles (¢p)nzk, €t (dn)nsk, définies par

Cn = S2p41 et d“n = San
Ces suites satisfont les propriétés suivantes.
1. (e,) est monotone croissante. En effet, on a

(cn) est monotone croissante <= ¢,11 2 ¢, <= S2u43 = Son

2n+3 2n+1 2n+3 2n+1

= a5 (Ve > 3 (<Dra— 3 (~1fa >0
Rl K=ho k=ko k=ko
2n+3 k

= Y (-D*ax >0 < agn12 —an13 20 <= agny2 > Gonys
k=2n+2

<= (a,) est monotone décroissante

2. (d,) est monotone décroissante. En cffet, on a

(d,,) est monotone décroissante <= d, 1 < d, <= Sant+2 < San

2n4-2 2n 2n+4-2 2n
= S (D < S (<Drar <= 3 (<DFar— 3, (—1)Fax <0
k=kq k=ko k=ko k=ko
2n4-2 &
— ) ; (—1)far €0 <= —on41 + G2n42 <0 = G2n42 < Q2np1
=2n+1
<= (a,) cst monotone décroissante
3. (d,, — ¢,) converge vers 0. En effet, on a
2n 2n4-1
d’n — Cp = Z(_l)kak - Z(‘—l)kﬂak = —(—].)Qn_'—](l.zn 1= o, 1 ”_}‘—4_?00 D
k=ko k=ka

On peut affirmer (en exercice) que les suites (¢,) et (d,) convergent vers la méme valeur
[ € R et que ¢, <1< d, pour tout n = ky. Ainsi la suite des sommes partielles converge
aussi vers cette valeur [. ]

Bonus de la preuve. La limite / satisfait ss, 1 <1 < 89, pour tout n = kq.
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La réciproque du théoréme des séries alternées est fausse

Si le terme général ne tend pas vers 0, alors la série alternée diverge (c¢’est la contraposée
du théoréme fondamental sur les convergences de séries). Cependant, voici deux exemples
de séries alternées ou la condition de décroissance n’est pas respectée : la premiére séric
est convergente dans R ; la deuxiéme ne 'est pas.

Exemple 1

On considére la série alternée

kil . ;:7 si k est pair
E (—1)""ag ol a =19 5 . i .
Py % si k est impair

el

Autrement dit, on a

2 1 2 1 2 1
—1)kH? :_...._ R S - el - N
é( ) Ak 12 32 42 - 52 - 62 g

Soit k > 4, k pair, alors on a aj < ax,1. En effet

1 2 k> 2 2 2
— < +1 k*—2k—1 1 22
£:2<(k+1)2 E k+1)2 <2 = >0 & k>14+v2 41

Donc la suite (ax)g=1 n’est pas monotone décroissante. Pourtant, on a
série croissante et majorée par Zk‘ﬂ ';\'.]z= dunc convergente

”~ -~

E k+1 —

convergente par le th(.orum, des séries alternées

Donc cette série alternée converge 2.

Exemple 2

On considére la série alternée

Z( e oil . % s? k est ?air
o1 2 si k est impair
Autrement dit, on a
. 2 1 2 1 2 1
e, =2 4 2 DT
D R A B R
k>1
Soit k = 2, k pair, alors on a a; < apy. En effet
1 5
w2 B pr1<2% = k> 1  Aiveiss par s
k’ k -+ ]_ critére de Uintégrale
+rx:|
Donc la suite (a)z>1 n’est pas monotone décroissante. Pourtant, on a z‘ﬁ'l‘“’ ==too
1 1\ /1 1)\ (/1 1 111 ’11A1“
_'lk_Ha: — = =—= |+ === i — —
;( )" ak (1 2) s—1/Hs s tptstet o2yttt
_:/':E}_ .

Donc cette série alternée diverge?.

2. Tl faudrait montrer cela formellement avec les suites partielles afin d’étre certain d’éviter la subtilité
vue en page 443
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12.3.10 Le théoréme de la convergence absolue
Définition
Soit une série infinie > k>0 @k avec ax € C.

On dit que cette séric converge absolument si ), ., |ax| converge dans R.

Théoréme des séries absolument convergentes

Si une série converge absolument, alors elle converge dans C.

Autrement dit

E |ax| converge dans R = E a;. converge dans C
k=0 k>0

Preuve (dans le cas o a; € R)

On crée les suites (4} )iso et (@ )r=0 en posant 3
a, = max(ax,0) et a, = max(—a,0)
Ainsi,
si ap est positif, on a a;; =areta, =0
si ay, est négatif, on a ai =0 ct af = —ay = Dans tous les cas, on a ay = a;, —a,
. o P T =
sia,=0,0na ay =0 eta, =0
Il est donc évident que
0<a) <lax] et 0<a; < agl

Puisque la série converge absolument (3°,.,|ax| converge), le critére de comparaison
affirme que les séries Y, o a) et >, a, sont convergentes.

Par conséquent, la série Y, _, ax est convergente. En effet

Zak:z a; —a,k an - Za;

k=0 k=0 k=0 k=0 N

La réciproque du théoréme des séries absolument convergentes est
fausse

En effet, la série harmonique alternée
11 1 1 1
Z( =l —ct -+
o k F1 2 3 4 5 6

est une série convergente (grace au théoréme des séries alternées), mais qui n’est pas
absolument convergente, car la sériec harmonique

Z +1+1+1+1+1+
L+l 3" 4 6

est une série divergente.

3. Cette maniére de [aire ne fonctionne pas dans C
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12.4 Séries entiéres et rayon de convergence

Définition

Soit (ax)k=o une suite de nombres (qui pourraient étre complexes). On considére une
variable z (qui peut aussi s’écrire z si on travaille dans les nombres complexes).

La série S(z) = Ekéo apx® est appelée série entiére et les coefficients aj sont appelés
coefficients de la série.
Conséquences du critére du quotient

En étudiant la convergence absolue de la série entiére S(z) = 3, ., axz®, c’est-a-dire la
convergence de la série Y, |ax| - |z|*, & I'aide du critére du quotient, on obtient

_ |aka] - |z g %] ||
kortoo  |ag| - |z|® krtoo |a]

. g _r .
Posons R = lim s On distingue trois cas.

koo Qg 4|
l.e<1l < |z| <R
La série S(x) converge absolument, donc converge.
2.¢=1 <= |z|=R.
Il y a doute : il faut étudier la convergence de S(x) pour chaque z tel que |z| = R.
3. c>1 &> |z| > R.

La série S(x) ne converge pas absolument ; mais a priori elle pourrait converger.

Théoréme (sans preuve)

Si ¢ > 1, c’est-a-dire si || > R, alors la série S(z) diverge!

Définition

IR est appelé rayon de convergence de la série entiére. Il est possible que It = 4-oc0.

Exemple

On considére la série entiére réelle S(z) = 5 kz*.
k>0

1. Recherche du rayon de convergence.

On étudie la convergence absolue de la séric grace au critére du quotient. Aprés un
petit calcul, on trouve que le rayon de convergence est R = 1.

2. Etude de la convergence de la série pour |z| = R.
(a) Pour z =1, la série S(1) =1+2+34+4+5+6+--- diverge évidemment.
(b) Pour z = —1, la sériec S(—-1) = (-1)+2 + (—3)+4 + (—5)+6 + - - - diverge.
=1 =1 =1

En conclusion, cette série converge absolument lorsque z € |—1,1[ et ne converge pas

lorsque = & |—-1,1].
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12.5 Développements de Taylor

12.5.1 Rappel : la tangente & une courbe en un point

Si f: D — A est une fonction réelle dérivable, alors on sait que I’équation de la tangente
a f en un point zp € D est

y = f(zo) + f'(%0)(z — o)

On peut donc approximer la fonction f autour de o par la fonction affine
d(z) = f(@o) + f'(wo)(z — mo)
Cette fonction satisfait les propriétés d(zo) = f(zo) et d'(xo) = f'(20).

Y
~ - L.
> approximation affipe
~
pert1 2
Lk £
- —
- 1 .
-~
T €&
—4 3 -2 -1 N 2 ] 4
ST EA. Y ~
~
R0
g A S~
.1 I - \ 4
approximation gquaflratique *\ d
i Y !
A ~

Si on cherche une approximation par une fonction quadratique p(z), on va vouloir que
cette fonction satisfasse :

p(zo) = f(mo) et p'(xo) = f'(wo) et p"(z0) = f"(w0)

Une telle fonction existe et vaut

(@) = Flao) + (ao)(z — 70) + T2 (0 — a0

12.5.2 Théoréme de Taylor

Théoréme de Taylor

Soit n € N, n > 0. Soit f : [a,b] — R une fonction que I'on peut dériver n + 1 fois et
dont toutes les dérivées jusqu’a 'ordre n + 1 sont continues. Soit z et o € [a,b]. Alors il
existe £ entre z et xg tel que

u ]
f® (To) frD(€) nt1
T — . L ey n+
@ = LEPe-t v e
approximation de f ‘pa.Twlrm polynéme de degré n Reste de Lagrange

1l s’agit du développement limité de Taylor d’ordre n en xzy de la fonction f. Lorsque
zo = 0, on parle de développement limité de MacLaurin d’ordre n de f.

Si on note p,(z) le polynéme de degré n ci-dessus et qu’on déplie la somme, on a :

(), 1)
(o L2 — o)

Pn(x) = f(20) + f'(w0) (= — m0) + —20)% +-

Ce polynéme satisfait les propriétés suivantes.

Pa(@o) = F(z0) » Pa(@o) = f(m0) s .. » DI (o) = F™(mo) , ... , P (w0) = £ (o)
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Preuve

Idée : on fixe x € [a, b] et on considére la fonction en une nouvelle variable y suivante.

1'w) L)
2 n!

p=(y) = fly) + f()(x—y) + (z—y)°+-- (z—y)"

Puis, on considére la fonction p en y suivante.
o(y) = f(z) — b=(y)

Avec cette facon de noter, p,(zo) est 'approximation de f par un polyndome de degré n
et on trouve une formule équivalente & la formule de 'encadré du théoréme de Taylor.

£ (H—H)(&) n+1 o f(ﬂ_'—]') (é) n+1
f(z) = pz(w0) + (n+1)! (@} = [(z) — Po(z0) = m(i?? — To)
Feri(E) -
Ainsi, il faut montrer qu’il existe £ entre z et zy tel que p(zy) = m(r — zg)" L.
La fonction ¢ satisfait :
. /‘(n—q—l) y . §
) ¢ =-T Dy W) ea)=0

En effet i) s’obtient en dérivant directement par rapport a y (somme télescopique) et
i1) s’obtient grace au fait que p.(z) = f(z).

Le terme £ apparait grace au théoréme de Rolle. Pour pouvoir appliquer le théoréme
de Rolle, il faut trouver une fonction continue F' qui s’annule en z ¢t cn z. Rolle nous
permettra ainsi d’affirmer qu’il existe £ entre z et z tel que F'(§) = 0. L’astuce finale
consiste a bien choisir /! Voici cette fonction :

) = p)a — a0~ plana = = | S0 ET 2L

On a F(z) = ¢(z)(z — z0)™" %0 et évidemment F(zy) = 0. Donc, par Rolle, il existe
€ entre = et zg tel que F'(€) = 0. Or, la dérivée de F' par rapport & y est :

F'ly) = ¢'@)(x—z0)"" — @(xo)(n+ 1)(z — y)"(~1)

5 fr
2 LWy my el + D@ -
Donc (1)
g=P{8).— —IT@(:I; — "z — z0)" + (o) (n+ 1) (z — &)

En simplifiant par (z — £)", on obtient ce qu’on voulait

a3

n!

f{n-i—'l} (E)

s L)

O
T

g (2 — 7)™ + plz0)(n + 1) <= (n+ 1)p(z0) =

= p(xg) =

U
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Conséquence

Le reste de Lagrange permet d’estimer I'erreur commise par ’estimation & l'aide du
développement limité. En effet, on a

(n+1)
@)~ o)) = [F)

e AT
< W_& ; max lf(n+”(f)|

)n-i—l
(n + 1)' £ entre xp et x

(x — zo

Définition
Si lorsque n — +o0, le développement limité de Taylor d’ordre n en xy de la fonction f
s’approche de f (il faut pour cela que le reste de Lagrange tende vers 0 et que la série

converge), on a (k)
F®) (o) vk
flz) = Z"‘"};._(-’i’? — Zo)
k=0 '
Cest la série de Taylor de f. Lorsque xq = 0, c’est la série de MacLaurin de f.

12.5.3 Les séries de MacLaurin des fonctions exp, cos et sin

1. Pour f(z) = €%, le reste de Lagrange tend vers 0 lorsque n — +oc. De plus, la
série de MacLaurin suivante est convergente pour tout z € R (méme z € C).
2 3 4 5 .6 7
z ¢ z I © =T e &
C=l+gtgtgtptgtgtagt < 6_ZH
k=0

Comme f(1) = e, on a une nouvelle formule pour calculer le nombre e :

111 1,1, 1 1 1
—]_ o . P > = —:1
=ittt Tyttt At ¢ ;fd ui,+'c><,2k'

. . . ik
Cette formule est bien plus efficace que e = khm (1 +%) .
:—-}00
2. Pour f(z) = cos(z), le reste de Lagrange tend vers 0 lorsque n — +o0c. De plus, la
série de MacLaurin suivante est convergente pour tout € R (méme z € C).
22 gt g6 g8 10

g T T T T b o(7) — _ kT
cos(x) 2‘+41 f‘1'+8! 10|+ <= cos(z) ;( )(gk)T

3. Pour f(z) = sin(x), le reste de Lagrange tend vers 0 lorsque n — +o00. De plus, la
série de MacLaurin suivante est convergente pour tout € R (méme z € C).
3 5 7 9 11 p2k+1
% P g 2 B
sin(z) =z——+——-=+=——+-—- <= sin(z) = —1)%
) 35 9 11l (z) g( 1) (2% +1)!
On peut ainsi montrer que
¢ = cos(z) +isin(z) avec zeR
En effet, on a
22 o ozt g5 g8 g7 g8 gd g0 g
—T—{—u———z——-l——~+?..————e——|——+?

F T R R TR TR T T TR VTR
En posant z = 7, on obtient une des plus extraordinaires relations des mathématiques.

car ¢ = cos(m) +isin(m) = —1+0 = 1
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12.5.4 Une autre fagon d’exprimer le reste de Lagrange

Si f est continue sur [a,b] et si ses (n + 1) dérivées successives sont continues, alors
© F(n) (4
f@-m@) = [ LB —ora

Cette formule se démontre facilement par récurrence : pour n = 0, on retrouve le théoréme
fondamental du calcul intégral ; pour le pas de récurrence, on écrit 'intégrale ci-dessus de
deux maniére : la premiére & I’aide de I’hypothése de récurrence ; la deuxiéme en intégrant
par parties.

12.5.5 La série de MacLaurin de In (z 4+ 1)

Pour la fonction f(z) = In(z + 1), la série de MacLaurin est la suivante.
2,3 .4 .5 6 .7

— ()= T T E T E'"___ k12
n(z+1)=8@) =s-F+5 - T+ -F+= +- 2(1)

Etudions la convergence de cette série entiere.

1. Recherche du rayon de convergence : on étudie la convergence absolue de la séric
grace au critére du quotient (ou d’Alembert).

DO O L =
o 2 3 1 5 6 7 8

On calcule la valeur du nombre ¢ utilisé dans le critére du quotient

|$|k+1 k
— k1 _ , — [l
Pm%m@—kaHMll

Dong, par le critére du quotient, si |z| < 1, la série converge absolument et si |z| > 1,
la séric ne converge pas absolument. Ainsi, le rayon de convergence est R = 1.

2. Etude de la convergence de la série pour |z| = R = 1.

(a) Pour z =—1, on a

1 1 1

Donc —S(—1) est la série harmonique, donc diverge.

(b) Pour z = 1, la série est la sériec harmonique alternée, donc converge par le
théoréme des séries alternées.

En conclusion, cette série ne converge que pour z € |—1,1] (elle ne converge absolument
que pour z € |—1,1]).

On peut facilement montrer que si x € —%? 'i_], alors le reste de Lagrange tend vers 0.
(C’est bien moins facile pour z € }—1: —15



443

12.5.6 Une derniére subtilité

On a donc trouvé la valeur de la série harmonique alternée.

1. 14 .1.1.1 1T 1T 1
In2)=h(l+l)=l-c4+-—-F-=-=+c—=t+-—=—+":-
=T 57371757677 879 10
Regardons ce qu'il se passe si on change 'ordre dans lequel on additionne les termes de

cette série.

jol 2,1 21,1 .3 4,3 1 L.t 1 %,

- IR T S
2 473 6 8'5 10 12 7 14 16 9 18 20

-3 4 % % %

SR 0 I T T P S

T2 4'6 810 12 14 16 18 20

Ainsi, si on change 'ordre dans lequel I'addition est effectuée, alors on change la valeur
de la série.

C’est pour cette raison qu’il ne faut jamais oublier qu'une série est une limite de sommes
partielles. Le changement d’ordre ci-dessus change complétement les sommes particlles
et la série n’a donc rien & voir avec la série de départ !



