Sciences & techniques

o Mathématiques,

TRANSFORMATIONS
CONSERVATRICES

En mathématiques, a similitude ef le
déplacement sont tows les deux des
transformations. Le terme

a diplacement = el e proche de
& natian de mouement © Cest ung
transformatinn du plan qui change
un paint M en son image, natde M,
sous ceraines conditions.

L simnilifude quant & elle o5k wne
transformation du plan ed Fimage
ressemble 3 la figure d'arigine
appelée antécédent.

Une similitude est une application
que comserve les rapports de
distare. 5i les poils A, B, Cel ¥
ont pour mages & B C et [ par
une similitade, avec Cal, alors on a
I"égalité ;

AB/D = ABCTD.

U surrmibiludee plane est une
similitude dont ks images et les
antépadents sont dans |e plan (dewux
dimensians). On dit qu'uene figure et
s0n image par une smiliude sont
semblaldes, Deus inanghes seal
donc quatifiés de tiangles
semblables larsque 'un est limage
de Fautre par une similitude.

PrOPRIETES )

On definit le rappost k de la
simiilitude s comme &ant le facieur
strictement positif de multiplication
de longueur entre Fabjet et son
image. 5 A et B ont pour images
respectives A e B, alors :

AR = kAR

0n dit que 5 « multiplie les distances
par k . Une similitude est une
transformaticn bijective, cest-a-dire
que paur boute image M par une
similitude, il existe un unique
antécédent M,

| La transformation récipraque s*

| itelle que se5! = 5'e5 soit une
ideritité) d'ue similitude 5 de
rapport k estune similibude de
rapport 1k,

La composée de deux similiudes est
uns samalitude

| Le rapport K de la composée de
deux similitudes 5 de rapport & et 5°
de rappont k' est le produit des
rappaets des dewx similitudes ;
K=k

Uneee samuilrtudee corserve les angles
geometriques (non arientés), ks
harycentres gf les figures.

Par exemple, i :
= |p barycenire 0 de (8,13, (B0} et
{01} @ powr image O° le barycentre

el A1, (BL1) el (DF1) o A, B el

D7 sent bes images respedives de A,
& &t D par la similinxde.
+ I angles péameétriques A &t &
sont egaux
= le cercle {C) a pour irmage un
cercle §C°)
A
DLe\/'D Q.imslitud.—'.- 8
B |
- N

Lapplication identité ast une
similitude. Une smiiflude plane qui
admet Lrois points fees nen dignds
st Videntite du plan, c'est-g-dire que
toalt point est son image par retes
similibuda. Une simiidude plane qui
admet deu poinds fixes distincs & et
B esst soil Pidentitee du plan, soil b
symétrie axiale d'ase (AE),

Dew frizngles seat semblables
larsque leurs trois angles son
respectivemnent égau deux & ceus.
S deus triangles eat deux angles
respectivement gz alars, il sent
semblahles,

51 dieux triangles ont un angle egal
respectivement et deus catés
respecivenent proporticainels, alors
ces deus triangles sont semblables,
51 dans un triangle rectangle, an
méne une perpendiculaire de 'angle
dront sur la base, les tiangles
adjecents i la perpendiculaire sont
semblables au triangle entier &t
semblabies entre eus,

La nation de similiuce s&largit a
d'autres figures que le frizngle,
méme si Cest exemple le plus
simple et le plus scavent ulZsé e
étudié. Dans tout parall&legramme,
le= paralléfgrammes qui o les
mémes dizgenales sont semblables
au parzlllogramme entier el
semblables entre eux,

Les polvaones semblables peuvent
&tre divisés en friangles samblables.
5i heuy sagments sont
propartionnels, les images de ces
deus segmenls par une similitucle
seat dewx segments qui sont entre
euy, proporionnels. s consereant,

de plus, b2 méme coefficient de
propartanralite.

On peut distinguer plusieurs fermaes
de similitucles, P effef, parmi les

Physique & Chimie

ent

M'{az+b)) défnit une similitude
directe. Langle & de la composée de
deus similitudes directes est &gal & la
soammie des angles des deun

similitudes pariculiénes on peut citer  similibudes.

le=s translatinns, les symeétries... On
les clisse en dieux grandes familles ©
lezs similitudes direcles el les
similitudes indirectes.

SIMILIMUDES DIRECTES

Une similitude diracie est une
similibude qui corseree les angles
arierilis,
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s{A) = A" |
i
s(B)= B
angle (ACR) = angle (AR

Exriture complexe
Sait b un paird d'affise & et s une
similiude,
Le: paint = sifd) d'zffixe 77 est tel
que ' = az+b ol a et b sont des
complees, @ non nul.
0 dlit alors gue a | est le rappor de
la sirnilitudde 2t argia) Pangle de 12
similituda.
Langle de la similitude s,
argia) = (A8, siA)s(B) hne dépend
pas des points distings A L B

| Uz similitude divecte qui n'est pas
ure translatian, admet un unique
point fixe. On dit que c'est la centre
de la smilude.

| Propriétés

| Soient A, B, A" et B quatre points dis
| plan tels que A« B et A" = B,

| Il eaisbe une unigue similiude

| directe = tel que siA) = & et 5(B) = B,

| Cas particuliers
| * Lprsgue a = |, la similitude est une
| trarslation.

S =550l

A= anghe de 5

&= angle de s

4" = angle de s’

alors A=ded’

Sait 0 le centre d'une similitude
directe 5. Soient M et N deux points
quelcongues du plan el M et ¥
leurs images par 5.

Less briangles QMM et OMMN’ sont
directemant semblabdes.
Corsidérant deusx segments [MH] el
[M'N'] de longueurs non nulles, il
il une urigue similiude directe
par baguelle les points M et M ant
ponr images respectives bes points
Mt .

SimiumuDE INDIRECTE
U simililude indirecte est une
similituda qui inverse les angles
arientés. Cela sgnifie que [image
d'un angle O par une similitude
indirecte est son angle oppose
¥=-0

=}

R A 0y = O
o= )

simnmde\l P i

[ TRy -
inadirecle - |

s(B) = B |
siA) = A7
anghe (AOE) = - angle (K087

Ecriture complexe

S0t M un paint d'affie 7 et 5 une
| similitude, Le point M7= s(M)
| d'affixe 1" est tel que ' = az+b od a
| et b sont des complexes, avec a non
| nul.

| Une transformation qui inverse tous
| les angles orientés est une similitude

| * Lersgue a = -1, la similitude esture | indirecte, On pourra dire que deus

| symétrie centrale de centre d'affixe

ure rofation de centre o'affive

| 1 de raapes d'hamothétie k=-1.

| 5 une fransformation corsende tous
less angles arientés, alars c'ast une
similitude directe.
On pourra dire que deux thanghes
semblables sont directernent
semblables 57 y a égalite des angles

| triangles semblables sont

—A | 2 =by2. Une telle similitude est aussi | inversament semblables si les angles

| correspondants sord opposés, Cest-

¢ || 2=hf2atdangle x, ou encare une ' a-dire que l'un est 'image de autre
!+ | homothétie de centre d'affive 2 = b2 | par une similitode indirece),

| Paur & non mul, Fapplication

| 2—=2" ar+b (gui 3 Miz) assooe

| M{z°=az+b)) definit une similitude
indirecte,
Ure similitude indirecte peut :
= V'aeir Aucun poing fige. A ce
mament-1a, ¢'est une symétria

arientés correspondants. C'est-a-dire | glissée ;

que I'un ast 'image de I'2utra par
une similitude dredie.

La compeste de deux similitudes
directes est une similitude directe,
Paur & non nul, Fapplication
1—sar+b (qui a Miz) associa

* quoar un ursgue poind fee. Elle st
ahors la composée d'une symérie
{andale ou glissée) et d'une
homathétie de rapport différent
del;

* guoir au moms dew poinks fes,

Cest alors une symitne axiale.
Corsidirant deux segments [MN] el
[M'NT de borguewrs non nulles, il
existe une seule similitude indirecie
par laguelle les paints M et N ant
pour images respocives les points
W el IV

ISOMETRIE : UNE
SIMILITUDE PARTICULIERE

W extste un cas particulier de
similitude guil peut ére intéressant
d'étudier : isométrie. Ce terme
prowient du grec 5o égal et mefon
EsLIre.

U isomedrie est une application du
plan ou de 'espace qui conserve les
distances. C'est-g-dire que i les
points A et B ont pour images A et
B par une ispmétrie, alors on a
I'égalité : A = AB".

U frgume ef son image par une
isoambtrie S0 dites isometriques,
U dit que dewus friangles sont
ispmetrigues si un est [image de
I"aukre par une isométre.

PROPRIETES

Une isamétrie est ume similitude
particuliére de rappart k= 1.

Une isométrie est donc également
bijective. La réciprogue d'une
isonirie est une isométrie,

5 ume figure est invariante par une
ispmétrie, cela signifie que I'image
de cefte figure par cethe isométne est
clle mime.

5i deuy triangles ont lewrs troks cités
respectivernent égauy, alors ces deus
triangles sont isométriques.

S deux triangles ont un angle égal,
comnprs enbre deux colés
respeiivement fgaus alors ils sont
ismmatriguees,

5 dieux triangles ont respectivement
un oobé égal et deux angles égau,
shors ces deus trianghes sont
ISpemdiricuees,

51 une Bométee admet exactement
um paint five A, alors elle est une
ratation de centre A

Le camposée de deus isométries est
LM isamerie,

51 deux isomeétries colncident en
trois points non alignés, alors efles
sont égales,

COMSERVATIONS s om
Mows avans vy, lisométrie conserve
less distances mais efle conserve
égalemnent :

+ les angles geameétrigues (non
arientés],

= lp parallélisme : les images de dew
droites parallées par une isomiétrie
sont deux drostes paralldes,

+ 'eethogonalité : bes images de dew
droiles perpendiculaires par une
isnemetrie sont deux droites
perpendiculaires,

* les milieus : par Fisométrie 1,
mdbeu | du segment [AE] & pour
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Exemples d'isométries

+ ABCD —= AB'C'D' : ratation de centra O et d'angle n4 (45%)
« AB"C'D" ; translation T de vedteur u
= ARCD — A"B"C'D" : composée de R et de T {et inversement)

image le mdieu I' du segment [ABT],
image de [A1] par f,

= less gires,

* les barycenires.

Toute similibude estla composie d'une
isomeétriz et d'une homethéte de
méme rapport.

Reéciproquement, la composés d'une
somiétrie ot d'une homathétie est une
similitude, La transformation vectorielle
A50CiEe 3 une isométrie [, appelie
somefrie veclonielle, consere e
produit scalaire. C'est-3-dire que ;

Fluyfivi=uv

Farmi les isomélrics, on dislingue dew
cas ; les déplacements el les
antidéplacernents. En effet, tnute
isamédrie est soit un déplacemert, spét
un anficéplacement.

DEFINITION

corsende les arientations. Cela signidie
donc qu'il conserve les distances et les
angles anentés. Un déplacement est
ure similitude direcle de rapport de
similitude k= 1.

Un antidéplacemert @5t une isamétria
qui ne consarve pas les anentations,
Cela signilic donc qu'd conserve les
distances mats inverse les angles

| arientés, Un antideplacement est une
. similitude indirerte de rappon de
similituda k=1.

PrOFRIETES

Les déplacements ot bes

artidéplacermnents possedent toutes les
. prapriétés des similitudes directes et
i irdiredes respectivemnent et des
isamelries.

Compositions

* La compesée de deux déplacements
st un déplacement.

= La composee de deux
antidéplacements est un déplacement.
= La compasée d'un déplacement et
d'un antidéplacement est un
antidéplaoement,

e méme, la composée dun
antidéplacemant et d'un déplacement
est un antidéplacement.

Réciprogue

= Les deplacements el les
antidéplacemnents sont hijectifs,

|+ Laréciproque d'un déplacement est

Lin déplacerment est une Bomilrie qui

un déplacement.
+ La rédprogue d'un antidéplacement
est un antidéplacement.

Description

Les diplacements sant e résultat d"un

gssement du plan sur lu-méme.

Les seils déplacements du plan sont ka
| translation, |a rotation, 'identite du
plan.

Les antidéplacements sant be résultat
d'un glssement du plan compaosé avec
un retounensent du plan sur lueméme.
Ce sont danc les symetries axiales et les
symétries glissdes.

TramsLATION o
Une translation de veceor u est la
transformation géamétrigue qui, & lout
paint M du plan, fait corespondre be
point M’ 1el qu'on ait I'égalité vedorielle
| MM =

N

Sait B point du plan et o un angle
orienté. La rofation de centre K et
d'angle cx est [a trarsformation
péométrigue qui, 3 tout point M du
plan, assodie ke pent M tel que :
M'=MuM=R,

« RM = B et (RM ; BM1) = 2 sinen
{Cest-a-dire 5 M = R).

IDENTITE DU PLAN

Uiderdit est urse ransformation

géométrique qui frarsfonme i point M
| en lui-méme. Limage de la figure pst
elle-méme, Cestune translation de
vecteur nul, wne retabon dangle nul...

SYMETRIE AXIALE

Soit D' une drode du plan

La symeétrie amiabe d'ase D est la
transformation géomérigue du plan,
par laquelle toutt pairt M a pour image

.

le poing M tel que |
= [ est la médiatrice du segment MM,
si M n'appartient pas a D,

* = M, si M appartient 3 D.

s

SYMETRIE GLISSEE

Sait D une droite du plan ef 11
vecteur direchewr de D

On appelle symétrie ghasée d'axe D et
de direction u, la transformation qui est
la composée de b spmiétrie axale d'au:
[ et de la trarslation de vechew w
Limage d'un point M est done abieni
en effectuant d'abord la symétrie
orthogonale d'ae 0 puis la translatan
b Vecteur U {ou vice-virsa).

LA TROISIEME DIMENSION

ISOMETRIES DE UESPACE
Les Bométries dans Pespace senl les
suivantes ;

Déplacements

= Translation

| = Ratatians

= \iszages

Antidéplacements

= Reédlexions

= Rédflexions toumness

= Rédflexions glissées

En ce qui concerne les translations, les
rolstions ct les réflexions (dans bz plan
les réflexions sont les symiétries
axiales), le pancipe est le méme que
dans le plan. La translation est définie
par un vecteur de 'espace qui prsside
donc lrois compasanies.

La ratation, quant 4 elle, ne posside
pus un centre mais un e de rofation.
Elle est définie comme suit :

Spit D une droite, k un vecteur de
norme 1 de D ef B un nombre. La
rotation d'axe D oneé par k et d'angle
i, natée r (D4, i), est 'application qui a

| tout pairt M de 'espace associe be

| point M qui est : |

+ sifwé dans le plan P orthogonal & D
passant par M,

= image da M dans P par la retation
plane r (H,&), od H est le poirt aii [
coupe P et P suit lorientation de D

La réflexion de I'espace est une

symédrie arthogonale par rappot & un
plam de Pespace. On ne fait plus de
symiélrie par rapporl @ un axe mais par
rapport & un plan,

Le vissage, ou encore déplacement
héficoidal, est le produit r {0k, )=t
d"une rofation et d'ime translation, ol ;

= 'angle die la rolstion est différent de |

zér0 modulo 2,

= le wecheir de |a ranslation est non nul
et il se trowve dans la direction de axe
de la rotation.

Pour abtenir l'image M d'un point M,
on translale M par tu, o qui donne le
point intermédiaire M, puis on fail
toairner M, par la ratation ¢ (DK, 00, ce
qui donne M. On peut &galemant
commencer par la ratation.

U riflesion tourrée est ke produit
sPer {Dk, &) d'une réflesicn el d'une
riitation, ati :

= I'axe de |2 retation est perpendiculaire
au plan de la réflexion,

* Vanghe de la roedation est différent de
zéro module 2

Potar oihbenir Fimage M° d'un point M,
on fait towsnes M par |2 rotation

1 {Dik, H), ce qui donne le point
intermeédiaire M,, puis an réfléchit M,
par rapport a P, ce qui donne M'.

On peut égakement commencer par l2
réfexion :

M= M, - M

G

H
M_ v M
oi K
K
P 1)

H

Mz <}
|

|

}\;‘M'
i

Line réfexion glissée est le produit

tu =P d'une réflexion et d'une
translation, od le vedeur de la
Iranskation :

= et mon nul,

« appartient 4 [a direction du plan de la
réflexion.

Pour abtenir [image M’ d'un peint M,
on réfléchit M par rapport & F, oo qui

| danne b point intermédiaire M., puks

an translate M, par te, c2 qui donne
M. On peut également commencer par
[ tramsbation :

M—=M2— N

SIMILITUDES DANS UESPACE

Oma vu précédemment que les
isometries font parte des similitudes,
O, un thégréme dnance que, dans
I'espace, tnube similitude, §i o6 n'est pas
une ispmetrie, est taujours le produit
d'une homatheétic de rapport positif ou

| neégatif, et d'une ratation dont '

passe par le centre de homathétie, Ce
produit est comimutatit, c'est-a-dire que
b résultat sera le méme peu imparte
[ordre,

DUMENSHINS SUPERIEURES

I est possible de parler de simililude et
de déplacement en dimension
supérieure. On utilise alors des tableauy

de chiffres appelés « matrices » qui
représentent les applcations dans un
aespace o de dimensson n dams
lui-mibme ou un Aitre « £5pace »,
L'owtil péameétrique est abars & La fois

plus simple et plus puissant.

Par exemple, la matrice de Identite
dars un espace de dimension 5 dans
| lui-mame est présentie ddessous.
100 0 0)

g ! o000

g o1 o0

g & 0 10
0o 00 )
OUVERTURE A LA PHYSIOUE

| En scienres physioues, il existe ine
méthnde appelée méthndes des
similitudes. En effet, il arrive souvent
quie le scienlifique obtienne un systéme
d'équations trés complexe & souvent
impossible 3 résoudre. C'est |e cas, par
exemple, an mécanigue des fludes
pour les écoulements turbudents Il a
alars le choix entre dewx solutions :
= 50t faire des approsmetions e
nbzenir une solition approchiée du

| probléme,

* st awvair recours & I'expérience.

On st donc amené 3 réaliser des

pratotypes {madides en grandeur

nature] au des maguettes (modiles

réduits). En général, pour des raisans

de cadts, I'étude d'un pratotype e fait

sur une maguette. [ faut donc

transposer kes riésultals de la maguette

at protatype : c'est la méthode des

similitudes. Celle-ci s'arficude en

trois points :

| = icriture des équations dynamiques st
des candilions auy limites,
= grovpement des diffénentes
grandewrs,
+ dies expériences différentes (maquette
i prodedype) vont donc obsir aux
mesmes relabons {némes équations,
rémes conditions auw Emstes) ef vont
PR five ComMpandes.

| DEIGINE DES SIMILTUDES

relle des nombres et de |3 mesure.

En effet. Higronyme dit que Thalés e
l'idée de mesurer la taille des
pramides grace 3 colle de leur ombre.
Il &wait repérd a quel moment de la
jrurnée 5a propre ombre mesurait sa
taille exacie au un rappart de sa taille
(172, 1f5..) et a mesuré 'ombre d'une
pyramide au méme moment de la
jaurnde pour connaitre B taille exacte
du monument.

Amsi Mutargue dit : « ka hauteur d'une
pyrarmide st rapportée 3 la longueur
de son ambre exatement comme la
hauteur de nimporte quel abjel vertical
mesurable est rapportée & ka longueur
de sun ambre 3 un méme maoment de

I jeurnie =,

Finalement, & Norigine, 'idée estla
méme qu'en physique © cest en voalant
simiplifier la2 mesure de quelque chose
gui pardissail meommersurable que les
| mathématiciens ont eu lidée de
ramparer deux éiéments semblables,
I'ombre de la pyramide et celle de
I'humain, puis au fil du temps Iimage
el lantécedent. C'est donc le rapport k
de la similitude qui permel de passer
d'une figuse & l'autre,

L'histaire des similibudes st rés bée &
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