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Les fonctions sinusoidales

DEFINITION

¢ Les Fonclions snus, cosinis el

tangente sant trois fandions
trigonamesriques fondamentales,
Sinus et cosinus sont apparues

- comme oulils de mesune dies ans,
- des cordes de cerdes el des angles,

La foretion tangerte a en revanche

| émergé dans un autre combasie,

servant a mesurer la languewr de
Fombre progelé: par un arbre,

SINUS, COSINUS
TANGENTE

Les premicres ulilisations
d'Srquivalents du smus seraient trés
anciennes, efles dateraient d'environ
3000 ans, avant 1.-C.
; C'estau n® sieche
avanl L que
Prolémée
introduisit des
natins proches
 du sinus || etudia
des relations
| enire longueurs
i B R R des cordes et
valeurs des arcs dans san traité
FAlmogeste, La premmiére apparition
rigaureuse du sinus dans Mistoire
remarnte aux aeniours du v sigcle
apres 1-C. Aryabatha |, {476-550) un
des premiers grands mathématiciens
indiens, wlilisa le terme jya pour
csignes le sinus dans son trati de
mathematiques £t d'astranamie
FArynbathiva, ackevé en 499, 11
céhinit la sinus & partir de la relation
enire angle et demi-longueur de la
carde d'un arc
La date d"apparition du mot sinus en
latin est controversée, Cerains la
fart remaonter 3 I'Anglats Robert de
Chester (o siécle) ; il avait repris
dans ses ouvrages les tebles de sinus
de 'arabe Al-Klarizmi,
mathématicien dant b2 nom sera a
I'origine du mat algorithme. [autres
atiribuent le terme sinus au
traducteur italien Gérard de
Criemane, vers 1150,
Le prermier & introduire les symbobes
i1 pour sinys 2t fen pour 2ngente
serait le mathématicien danais
Thomas Fincke. Ces notations
apparaissent dars son ouvrage
Geamelnia refundi pary en 1583,
Quant au symbole cos emplayé pour
rasinus, il apparait dans bes écnts de
Willizm Oughired vers le milieu du
o sitle,

. TRIGOMOMETRIE © SINUS D'UM ANGLE

En_gr:-c tripone, du grec freds (trois)
2t gonia {angle), signifie triangle. La
Iriganomélre est dong la a mesure
Jes triangles = Elle s'atfache &

. 1'8fuds des relations endre les

aléments {angles, longueur des
aités) d'un tnangle.
Urt couple de sinus el cosinus

correspondant permet de
recorsbiluer un angle, iversemenl,
A toute mesure d'angle sont assockés
N S et un cosinus.

Le cas be plus smple pour obbendr le
sinus est celui du fniangle rectangle.
Un trianghe reclanghe 3 deus cilis
perpendiculaires, autrement dit un
angie droit, de 20°. Considérans I'un
des dewe autres angles, naté A, Deux
ciités du triangle contribuent i be
former : Phypolénuse, plos grand
cfilé du triangle, e le ofte adjacent |
Iz troisiéme cité, b plus éloigné du
spammiet considérd, est appeld cité
oppasé. Des formules simphes refient
s loargueurs dis cilés sy smus,
cosins e 4 ba Langente de Fangle,

sinn=ab cosn=ch lano=ak

Dans be cas d'un irengle
queelcongue, de oilés AR, BC el AC
de langueurs respedives ¢, aetb
ume autre formule permet de refier

la longueur des oités au cosinus.
s

8'=b"+c*-2bocosn

Cette formubz est appelés formule
d'Al Kashi, du nom d'un des
mathématiciens de la fin du o
sicle, peiginaire d'ran,

Frifim, une relation simple fut ftabis
entre les différents angles et laurs
cibis opposés :
snffa=sinBfb=sinC/c

LE CERCLE TRICONOMETRIQUE

C'est une figure da référence pour
I'etude des angles, snus, cosinus e
autres grandeurs frigonomeétrigues.
P phitenir le cercle, il faut d"abord
mefire en place un repére cartésien
nrihonorme, c'est-a-dire deux
droites de méme graduation
perpendiculzires I'une & l'autre, les
axes du repére, s& coupant en un
paint de coordannées (0.0
I'neigine du repére, Fixpns
maintenant un compas en arigine,
prenons un écart de 1 et fournons

| autour de I'ongine, Ajoutons au

| cerdle tracé un sens d'orientation, Le
| terde sera parcoury dans le sens

pastif, ou encore trigonométrique, si

| en towrne dans be sens contraire des

aiguilles dune montre. Le sens
inverse sera négatif ou
antitigonométrique. Le cerde ainsi
corstruit, centré en Farigine, de
rayon | el orierté, est le cerde
Iriganoamelricue,

Angle en degré, angle en radian

i naginons une monlne foursan en

| sems inverse, Suppasans que les

| deus aiguilles sont positionnées au

| méme endroit, sur Shis, Faisons

| fourner une de ces aiguilles et

| arritons-la en un poinl. Elle a
parcoury un certain angle par
rapport A sa pasition de départ. La
mesure des angles sur e cerde
frigonoméfrigue est analogue - on
promsitinme un paind M sur e cerche,
any place le rayon du cerde &f on
mesure I'angle aver la demi-droite
correspondant partie positive de
'ame des absosses {"ane harizontal).
Les amghes peuvent Sre mesures de
dews: fagons © en degrés ou e
radians. Les mesures en degrés sont
bien connues © un tour comiplet
correspond @ 360%, un demi-tour 3
1807 ; um anghe drost vaul 907, Quant
aux meswes en radians, elles
correspondent & [a longuenr de 'an
de cercle parcoury sur ke cercle
trigonometrigue pour se pasitionner

| 1 ML Ainsi, un tour complet
comrespond & 2x radians, c'esl-a-dire
le périmitre du cercle. Un demi-

| cercle vaudra la maitié, donc 2

radians, un quart de cercle 2, etc.

Langle en radians peut ére pasitit

ou négald, 5% est piégatil, oola

signifie que I'angle est oriente dans

le sens haraire.

Simus et cosinus sur be cercle
rigonométrique

Le cosinis et le sinus 52 lisent sair les
| axes du repére. Ce sont les
coardonnées d'un point placé sur le
| cerde : be cosinus st ['abscisse ot e
s Fordennie, Sutrement dit, wne
fris qquon a pesitionné un point M
sar le percle, on frace une droite
verticale passant par ML Elle coupe
I'axe horizontad en un point donne.
5i on mesure la distance de ce point
a Parigine, on abtient le cosinus,
Pour ohtenir le sinus, on effectue la
méme ppération avec une droite
hanzontale et son intersection avec
I'axe vertical.

FomcTion siNus

A wart sigcle,

suisse, donna
une npuvells
dimension au
concept de
sinus ;i fit passer
celui-gi d'une
grandeur triganometriqus & une
fanction réelle. Pour migux
appréhender la natan de fendion,
phagans un point ser e cercle
Irigancamétrique en posilion (1, B,
l'emplacement be plus & droite du

| cercle. [éplapons ensuite cp point
| sur le cercle en towmant dans le

| sens Inganoamdirigues.

| A Lonst instant, on pewt associer au

poaind b lengueur du dhemin
parcoian dnsi quune valeur de
simus, alors que dans les fables de
sinus, dew valeurs conséouties ne
s'obtiennent au contraire que par
pis (varialion de Fangle degré par
desgree par emernplie]. & taul
déplacement, on assacie un sins &
[a longuear parcourue, aussi
mfinitézimal le déplacement soit-il.
Par aillewrs, si le sinus reprend les
msimes valeurs au boul d'un tear, la
longuews parcaurue ne cesse, elie,
de saccraitre : au bout d'un tour, ke
déplacement sera da 2a, au boat
d'un tour et demd de Sn jusqu’a
V'mfni. 51 on tourre dans Fautre
s, b lengueur parcourue sera
compiée de manibre négative ; -2,
-3a.... Lapplication qui assode a
toute longueur parcourue la valeur
correspondante du sinus sur le
cercle st nolre fanctin sinus, Clle
stocks en quekiue sore tous les
couiples de valeurs obtenus an
Faizant tourner natre poant autour du
cercle, Cette allure caradénistiue du
sinus parle w nom : Cestane
sinusaide, La méme construction
peut &re effectuée pour la foncion
cosinus. Les deux courbes se
ressemblent beaucoup, au point que

| 5 les deux graphes sonl placis F'un
| au-dessus de autre et que on

décale horirartalement une des
deux courbes, on ablient i un
mament une superposition parfaite
Lintervalle de dicalage a d'ailleurs
une taille précise eaprimés par ung
farmule mathématinue.

PROFRIETES DE SIMUS ET COSINUS
Parlons d'une sinuside
représentant La fanction sinus ou
cosinus. 5i on trace cette fonction sur
un papier calque el qu'ocn décale ke
papser calque d'un peu plus de &
unites, on obdient a nouveau la
superpesition de |a figure du papier
calque avec la représentation
graphigue.

Cette expérence ilusire une
propriébe fandamentaie de sinus et
casinis ; ces foncions sent 2n-
périodiques, c'est-a-dire gu'elles
reprennent exactemsant les mémes

¢, | valewrs 3 intervalles réguliers ; ces

intervalles senl larges de 2, soit
emwiran 6,20 au un de ses mutiples.
| catte reproduction & [identique

| pour un intervalle fixe peut s'opérer
| ennimporte guel poind de la courbe
| el se répter a linfin,

La fanclion cosires est une feaction
paire, siune feville aver la
représentation graphique de cosines
ast plige le long de 'axe des
ardonnies {|'axe harizantal du
repered, il y @ superposilion exache
de la partie droite et de la partie
aauche. La paribé de casinus
S'EXPTIME 2insi ; ona(-g)=na(x).

Sur le cercle trigonometrigue, ceta
signifie gue la valeur du cosinus sera
L mbrme pour un angle donne, gque
Fan taurne dans e sens haraire ou
trigonameétrique. La fonction sinus
st au cantraira une torction
Fmpaire, Le centre du repére est
cenlre de symélrie de la feaction
sinus, Airsi, si on fait tourner la
représentation graphique d'un demi-
tour autour du paint de
coardonniees {000, an retrouve
mime figure qu'au dipart,
Uexpression mathématique de
I'rparité de sinus et |2 suivante ©
sinj-u)=-sinix}. Langle obienu en
tournant dans un sens sera
Fapposée de celle ablenue en
taurrant dans l'autre sers sur le
cercle trigonametrinue.

Des fonctions bornées

Les valeurs de sinus el cosines ne

sarit jamais inférieures & -1 ni
| supérieares & 1. Les fonctions sinus
| &t cosinus sond donc bopmeées, -1
| constitue la borme mbéneure et 48 la
beerie supérieurs, De phes, entre -1
& 1, houtes les valeurs sant
possibles,

TAULES DE SINUS ET WALEURS
HEMARFUARLES

Avant I'are des calculztrices, kas
valeurs de sinus éaient déterminées
grane i des 2bles de sinus. En eHet,
pour des valeurs d°angles
apparemment simples et précses,
carmme 0% 50°, 607, les valewrs du
snus sont fréquernment
imaticnnelles : ellzs ne fombent que
raremend sur des valeurs justes ¢l
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simphes a rebenir, Les tables de sinus
permetbent d'avesr des approsimations
deécimales des valeurs abtenues pour
de nombrews angles. Larigine de telles
tables remontent & Hippargue aw i
sigcle avant 1-C. |l avait établ des
fables de cordes qui permetlaient le
passage des mesures d'angles A celles
des cordes, Ces tables étaient destinées
al'astronamie. Elles ont
malheureusement ébé perdues,
Aryabhala, v v siecle aprés )-C,
considérait la demi-rarde de 'angls
double plutét que la corde de Fangle et
auyrit e passage antre tables de mordes
el tables de sinus, Les premicres Lables
e sinus auraienl ¢l tlabies par be
mathématicien arabe Al-Khwarizmi au
o sigcle,

FAMILLES DE FONCTIONS
APFARENTEES

De nombrewses fondivns ressemblent
0w sz ratlache aux sinus ¢l cosinus.

FONCTIONS DESUETES

ET COMPLEMENTAIRES

La fonction sinus verse, natée versin
pouait un rale extrémernent important
aux e siecles. Elle @ledt la
deuibme fonction la phes utilsée. En
revanche, de nos jours, son usage est
quasi incxistant. Les fonctions sécante
[sec), costoanle (oose) el colangenle
{eolan) seal les inverses multiphicatits
de La mérme maniére 4 partis de
cosinus, sinus et fangente. Cotangente,
cosinus ef cosécante sont appelées
funclions complémentaires,

Sinus, cosnus, langente, séoanlbe,
cosicante e calangente sonk les six
fondtions trigonométriques. Cependant,
si en pratique 'usage de sinus, cosinus
ol langente est assez répandu, celui de
colangente esl mains frégquent o celui
de sécante ou cosécante st
particuligrement rare.

ARCSINUS ET ARCCOSINUS © LES FONCTINNS
RECIPROGUES

A gquod servend les fandiens arcsinus ef
arccoainus T Sinus et cosinus associent
une valeur a un anghe ou une langueur
d'ure. Mams sion ne dispose gue des
witbeurs du sinus ou cosinus, comment
retrouver angle T Deux fenctions,
appelées fondtions réciproques,
permettent ce passage : arcsinus et
arcoosinus, Alrmsi, dlors gue sins ¢
cosinus [aisaent passer des angles au
caloul, les Tontions arcsinus et
arcensinus permettent de remaonser du
calowd aux angles. Attention, bes waleurs
priszs par kes fonclions nédprogques

correspondent aux mesures des angles
non pas en degrés mas en radizns.

Propriétés de sinus et d'arcsinus
La fonction simus st délinie sur
lensembde des réels ool nombre,
posilil, négatif, auss grand oo aussi
petit que 'on souhaite, admes un sinus.
Au contraire, le damaine de détintion
dee Pargsings est beaucoup plus limite :
arcsinus n'est défini que pour des
waleurs comprises dans lintenalle

[-1; 1]. Les dews fondions réciprogques
ont des sens de variation contraire ©
arcsinus osl craissante, Landis
quarcoosinis est dicroissante, Les
aleurs prises par asinus & Arccosings
vanent respedivement de - (n'2) &
a2 et de = 4 0. Ce passage d'une
extrémité de |'intervalle & Pautre
respecte une relation ergore plus forle,
exprimee par la fermule suivante en
boutt pind x ;

Arcsin (1) +Arocos (x) = a2

Enfin, notons que s arcsinus esl
impaine comme sinus, aracesinus et
i paire, ni imypaire, contrairement 4
cosinis,

EXPONENTIELLE COMPLERE

Leonhard Euler, déja menticani pour
avair intraduil e corgepl de forctisn
pour be sins, définiz 12 fonction
exponentielle complexe. Il relia cetta
fanction aux fonctions sinus ot cosinus
par une farmule remargualle, la
farvmule d'Euler, Cette fartion évalude
en & doana d'ailleurs liew a

I'identité d'Euler, & + T = [, que

rermarguabile
| forenule des
mathématiques =,
Cetic fonction, dant
la weleur en xost
4 ralée &, perme] de
{2 TEpErEr un poamt sur
le cerde trignnomeétrique. Elle contient
| tautes les imtormation: néoessaines: a
| san pesilionnesend ¢ esl Lris
| Erodtement liee & angle 3 mesuraer.
Sinus el cosinus entretiennant eux aussi
un lien trés étrodt avec les angles, donc
aver l'exponentielle complexe. La
farmule d"Buler et la survants :
= cos() + (e oo Fest Funité des
noevhres imaginaires, lément
fandamental des nombres complexes
vérifiant I'égalibé i* = -1. Les formules
qui permelient de relrowser le cosinus
of le sinus & partir de Fexponentiells
cormplexe sont fgalement appeléss
farmules dEuler. O dit que cosinus est
la partie paire de 'exponenticlle
complexe el sinus se parlie anpaine,

Le cercle trigonométrique

r

FONCTIONS
HYPERBOLIQUES

La lonction exponentielle (@firente de
I'esponentiele complexe) est une
fantinn positaes qui croft trés vite. De
méme gue sinus et casinus sonk
respedtivement les parties impaire of
paire de Vaxponentielle complexe, les
fancticns sines hyperbalique sant les
parties impaire et paire de 12 fonction
expanentiellz. Comparons maintenant
les praprictis des londtions
Iryperboliques aux propriétés des
fancticns trigancendtriques
rarrespondanies |

= Une méme parité : e cosinus
byperbolique est pair, tout comme ke
casinus ; e sinus lyperbalique est
irnpair, comme le sinus,

= Faplesion de Pexparentielle o cercle
bamé : sin &t cos proviennent du cerds
et restent enfermés dars un domaine
etruit, il sent borrs sur lintendelle
[0 5 &u contraire, sf et oh
proviennent de Pexponentielle qui crolt
rés vite ; leurs valeurs ne sont pas
bameées et craissent méme trés
rapidement vers inhini.

» Puinl de renconlre : s el sh se
rencantrent en un seul peink: Porigine
da coordenndes (0,00, e méme, cos et
ch se rencontrent en un unique paint,
e coardunrde (0 ; 1), sur 'axe des
ordornies.

LES FONCTIONS
SINUSOIDALES

Lees Tonctians sinuseidales senl une
Tamille de fonctions obtenues & parir
e |a fonction sinws.

TRAMSFORMATIONS DE LA FONCTION SINUS
Du'est-ce que changer [ péniade
Fartons de la représentation graphique
de |a fonction sinus et étirons-la de part
et dautre de Fave des ordonndées (axe
verical du repire), comme un
acoardéon. Deus endulations
identiques seront plus espacées. On a
ainsi augmenté la péricde de la
tanction sinus : celle-o se répéle 3
lidentigue powr un intervalle plues
grand que lintzrvalle narmal, Par une
rampression, an peut de méme
dirminuer la péricde. La péricde
normithe che snus st de 2, mais grioe
4 ce procede, il est pessile dobienir
n'Eriporte quelle péricde | périnde de
143, Matkématiquement, la Fanction
de pricde T aura pour expression au
paintt:

Tily=sin (27 Ty L=sin e ) =

Fin (2 f), Qi w21 Bl F=0T et f

58 nomment respectivemant la
pulsation et la régquence. Ces dewx
grandeurs sonl fréquemment ulifisées &
la place de Iz pericde, natamament en
physique.

On'esl-ce que chamger I"amplitude 7
Kaus powvors egalerment élirer la
caurke de sinus selon be sens vertical, i
naws décrivions un paysage, nows
dirians alors que la hauteur est plus
impartarde, ou encore kes bosses plus
Iaubes ol bes creus phs bas, Pour la
fonction sinus, le vocabulaire exad est
'amplitude a &é augmentée Flle
carrespand a la distance entre age des
abscisses (horizontel) el un peinl de
valeur mazimale,

On'est-ce que chamger la phase a
lorigine ¥

Reprenons la représentation de s o
faisuns-la glisser e long de V'axe
horizontal, Sauf si le décalage est
multipls e la périnde, la
représentation phienue ne passara plus
par le point (L.}, Ainsi, nous avons
change la phase 4 I'origine ¢, Pour une
phase & Forigine 4, 13 nowvele formule
mathématique est Fit) = sin ().

On'est-ce que chamger la
mayenme T

Fatsons ghsser la courbe de sinus non
plus vers la droite ou gauche mais vers
le haut ow le bas. Nous venons de
«changer ka moyenne. Par exemple, 5 la
fonction sinus a 6t décalée de deux
urtilés vers le haul, la moyense sera de
2. La formule de la moyerne est 2
sunvante : fify =m+ (5in) ¢

Tout en un

Unie fenction sinus peul subir les guatre
ransfprmations en méme temps
nowwelle pulsation (ou périade),
nawelle amplitude, nowvells

phase et nouvelle moyenne, soit
mathématiquemend fil) =

Asin(oods )+ m. Celle formule
gfndrale esf celle d'une fondion
sinusnidale. La foeme prise par cette
fonction, donc Iallure de sa courbe
représentative, est une sinusoide.

La moyenns
La relation est simple aw niveau des

mayennes : la moyenne de la somme
et |3 somme des moyenne. Autrement
dil, M= M+ My #0 M

Lamplitude

Cette fois, I'amplitude totale n'est

pas toujours égale i la somme

des amplitudes. La relation

géndrale toujours vraie est

A= A= A+, = A Clest-aedire que
l'amplitude die la somme sera toujours
mbérieur ou égale 4 ks plus grande des
amplitudes, Légalilé sera wrilide &
conditian que toues les pulsationg
soent égales.

La pulsation

Pour la pulsation, lowl est possible,
Vioici les deu ca5 exrémes

= 5i bnutes ks pulsations sont les
mémes, la pulsation totale sera
identiquee & cette pulsabion de
relérence.

= Four des pubations différentes, la
notion méme de pulsation pour la
somimie peut perdre son sens - dans
certains cas, la somime oldenee ne sera
méme pas periodique, il n'existera pas
dintervalie au bout desquels la fondion
se répétera a |'identique. Or la
pulsaticn ne peut se définar que
lorsqu'il v & péricde. Do il n'exislera
pas de pulsation d [a fonction samme
des fandtions sinusnidales. 0 existe des
cas intermédiaire, par exemple lorsque
toutes les pénodes sont
proporbonmelles ; la fonction chieme
sera périndique, bien que sa périnde ne
sera pas la summe des périndes de
chague tonction mais dipendra de e
produil

La phase a I'origine

Prenans des fonctions de méme
pubsation {ml = o = o= wn). La
sommer: de ces Tonclsons aurs e
phase & larigine qui dépendra 4 |a fois

de Fampistude et de la phase de chague |
fonction sinusoidale. % les foncticns
sinusuidales oot boules b méme
amplitude, la phase 4 arigine dela
somame des fanctions ne dépendra que
des phases A Forigine de chacune des
fonctions sommsées. La relation entre

| phase totale ef phases de départ est

| cependant asse: compliquie 3

| Exprimer, contrairement aux moyennes.

| Fonctions périndiques et fonctions

| simusoidales

| Un mathématicien el physicien [rangais

| el dhésbwit o oo siecle, Joseph Fourier

| {1764 - 1030) effartua une sénie de

travaux sur la propagation de la chaleur

| pour lesquels il recourut 3 des

| madélisations mathematiques. Dans

| 500 ouvrage Tdore amolitque de ko
chtewr, 3 Enonca un lien remarquable
entre les fonctions sinusatdales et
n'imporie quelle fonction périodique, &
savoar gue toute fonction périedique
peeul se décompaser en soenane finie ou
infinie des fonctions sinusotdales @ sa
série de Fourier,

FONCTIONS
SINUSDIDALES

SIMUS ET OMDE SINUSOIDALE
En optique, lorsqu'un rayan luminewusx
pisse d’un milicu & un subre, par
cxerngle de air & U'eau, il esd divie,
Cest le phenomeéne de réfraction,
Chagque milieu est caractérisé par un
indice. Celui-ci est de 1 powr le vide,
presque égal 3 1 paur air, de 133
pour Feaw, 1,5 pour e verre, La boi dela
ridfraction, qui explique la relation enlre
indice du milien et désiation du rayan,
a pendant longtemps été attribuée au
mathématicicn et philosophe René
Descaries. Cependant, cetle ki aurail
en réalitd £0é découverte par Willebrord
Snell, mathématicien ef physician
neerlandais. La boi de la réfraction est

| denic aujourdhui appediée loi de Snell

| Descantes. Le sinus v joue un rile

| fondamental. Cette boi s"écrit, pour des

| milieas 1 et 2 dindices n, &2 n, &£ un

| rayon d'angle incident H, et d'angle

: refracté &, :ng sm(B) = Ny sagh.

| Les sichaUY sINusOiBALY

I En électricité, on rencontre de

| nomibreus sgnaux sinusoidaus. Un
certain nombre de grandeurs mesurées
correspondent en effet 4 des ondes. La
tension lectriquee o lintensité du

| courant peuvent par exemple &tre

dicrits par des fonctions sinusoidates

dutengs  wil) = U smiow L= y);

ity = U sinfw t = g). Un ascilloscope est

un appareil wtilisé pour mesurer &t faire

visualiser I'éwalution de signaux

Clectriques. Lorsqu'on mesune uns

tensicn simsoidale ave un

cacilloscope, on verra apparattre 1me

smusoide sur son éoran. Les fonctions

smusaidales sont présentes dans de

nusnbreux aulres domaines de la

physique. En acoustiqee, le sen est une

onde qui pewt &re décrite par des

fanctions sinusoidales ; en mécanique,

la description d'oscillabewrs comme les

pendules impuse le recours 4 des

fonctions sinusoidales. (Vautres

branches de la mécanique (2lasticité

par exemple), I'électromagnétisme

{onedes radioh of encore ben d autres

domaines ufsent des fonctions

smnusaidales.




