clences & techniques

LA GEOMETRIE
EUCLIDIENNE

1l n'est pas difficile de visualiser ce
que sont des droites, des plans et
+ des sphires, en revanche il est plus
- delicat dimaginer bes figures
| fonmdes lorsgquee oo ddments se
coupent et pliss encore de connailre
less caractéristiques préciies de ces

dabend pas dhier el & om parfois
des soluticns simples.

figures. Cependant ces problémes ne |

Sphéres', plémsf_

permetiaient e bonne répartifion
des terres of faisasent intervenir des
intersections de droiles,

Ainsi on constate que depuis
presque 1000 ans, les hommes
sintéressent & oe type de probléme.
Cependant les mithodes
Egyptiennes m'avaient pas grand
chise & woir avec les méthades
employées de nos jours. Elles ftaient
empirigues el nan diductives,

| 1 fanst attenere | ralisation
STECOUE POLF wOiF apparaiine Je
premier orage fondé sur une
approche asismatique. C'est dans

L'um des plus anciers documents
traitant de problémes glomérigues
que 'on ait retrouve est e papyrus
de Rhind, écrit vers 1650 avant
1-C. Ce papyrus aborde de
nombreus problemes
mathématiques ayanl une
application directe dans [a vie
courante (les Epyptiens fakaient
des recherches dans ke but d'en
appliquer les résullals
immédiatement] et parm cux se
trowsvent des probémes de calouls

a Les Elements « (un znsemble de
13 liwres) qu'Eudide présente s2
theorie Il définit clairement ce que

| sonl des droiles, des points, des
| segments e bien daulres léments

génmatriques. Il énpnce 1) axiames
de basz puis, en 58 servant
unigquement de oes Eldments
clairernent définis, il déduit de
NEMBIELISES propridies
géametriques. Cette géamétrie
reposant entiéremsant sur la
ditduction logique ast appelés

Lout simpbement « géomitrie

d'aire gémtémaues -
{triangles, trapézes...}. Ces calculs

exlidienne o, Clest avec Descarfes
al o sigle que la géamétrie voit

Mathématiques, Physique & Chimie

une nouvelle révalution. 1l &ablit un
formalisme mathiématique qui
permet a lanahse de se développer
de facon impressicanante,
llintradudt ce domaine des
mathématiques en géométrie pour
donner naissanoe a la « péometrie
analytigue = C'esd gins ke premicr a
considérer la gdométrie dans angle
dess équatians. I« oublie = tous les
. g principes

" Furclidle et
raifee les
s problimes de

geamétrie en
résalvant des
aguations et
nan en
f; faisan des
= didudtions

3 * logiques. De
s jours |l geamenic cmpingue:
égyptienne 3 totalement dispar :
ellz st bien trop approgimative, En
revanche, les géomeétries eudidienns
ol analylique cohabitent toujours.

Elkers sont en effel complémentaires ;|

an commence SEIIEI'G|EITII’.'I'I|.

l'enszignement de |a gométrie par
| la géomeétrie euclidienne puisquells
i l'avaniage de ne nécessiter gu'un
preu de logigue pour élre comprise
e maniée. On enseigne La géarmédrie
analytique hien plus tard
{puisqu'elle reprse sur la résolution
d'équations) et on I'utilise pour avoir
dhes cabeuls systématiques, ce qui est
ulilis® entre autres pour Faire de b
pEometrie asistés par ordinateur.
Les applicatinns sont alars presque
infinias.

INTERSECTIONS DE PLANS
ET DE SPHERES
En peométrie euclidienne, bes
spheres et bes plans peuvent avoir

droites : intersections

Intersections entre une sphére et un plan

OH=R

o

Le plan est extérieur -
it la sphére. ll n'y a
pas dinlersection.

Le plan el Langend .
2 la sphére en A

OH=R

Le plan esl sécant i la
sphére, Uintersetion
est un cerda.

20080 ans
avant L-C.
e
recherches
ypliEnmes sur
qénmeiiie

1650 ans
avant £-C

Le i g
H.HE::‘P it
vers 1650 meant
I-C. en Egyple
e

Clestla
areren dedument
malledmotigue
refroure o

Intersections entre deux sphéres

00°=R+R

00°=R+R

I n'y a pas d'infersection.

Les sphiéres sond
langentes en
un piint A

La sp

wue dans le plan

OD'+R" <R

D=D"et R=R'

Les dewx sphéres
e superposent

e

hére de pls
petit rayon et induse
dans I'autre sphére.

Les sphisres sond sécanbes,
Uimbersection est un cercle.

des intersections, Dans quelles
drconstances ? Quelles sont
es intersecticng 7 Pour les visualiser,
prenons un exemphe © une aragnée

- - 3 L5 une
taile
infinament
grande et il
Commenca
2 plewvair,
La toile de
Faraignée
a5t d peu
prés plate,
nows allors

i done

considérar camme étant assimilahle
a un plan. Nous corsidérons que les
gouttes d'eau sont sphérigues.
Quelles sond alors les inferactions
possibles entre une goutte d'eau o
la tede infinie de Faraignée § Figeons
le temps & wn instant donné. Ainsi
tout est immobile. Une splvére

e

représente I'ensemble des points
situés & une distance B d'un point =
Iz centre de la sphére, La distance R

est appelée a le rayon = de la sphére, |

Amnsi, 5i e cendre de la sphére est &
unie distance ¥ du plan et si ¥ est
supérieure 3 R, abors aucun point de
I sphésre ne teache le plan, il n'y a
pas d'intersection (a toile n'est pas

| mauillée par cefte goutte). A présant
5i |e centre de [a sphire est

exactement & la distance R du plan,
cela signifie que le point du plan qui
est ke plus proche du centre de la
sphire s trouve exacdiement a une
distance R de oelui-ci et que tous les
aulress points du plan sord & une
distance plus grande, Donc ce point
est be seul & appartenir & [a fiois & la
taile et 3 la goutie - l'intersection

% entre un plan el une sphire qui se
| trouve & une distance égale 4 son
| rayon est exactement 0 poind, La
| goutte d'sau frile 1a toile, elle
Teffieure i pemne. Dernier cas : la
distance ¥ entre la goutte et le plan
et inférieure au rayon R dela
goutte, Pour modéliser ce dernier
cas, prenans une feuille de papier,
Posons la perpendiculairement a la
| toile d'araignée de fagon 3 ce que e
centre de la goulle sull sur L feusdle.
(n peut constater que Pon peut faire
tourner la feille autour de I'axe
perpendiculaire a |a toile et passant
par be centre de a goutte. Sur la
feuilbe de papier, une fgure se
dessine : en efiet on voit ka trace du
plan (ne draita), le centre de la
goutte (un point) et le contour de la
goutle (un cercle). Comme le centre
dee la sphire sl distant du plan
d'une karguewr inférisure & son
rayon, le cercle coupe a droite (du
plan} en dew: points symétrigues
par rappart i Fave perpendiculaire
Al phan et passant par e centre de
la sphére. Si an fat lors tourner |a
feuille avtour de cet axe, la marque
e ces deus points dessine un cence.

+ | Donc Pmtersedtion entre un plan et

| une sphere, placke & ue distance
| inférieure & son rayon par rappor

* | au plan, est un cencle.

Ainsi intersection entre un plan
et une sphire n'offre que

fros possibiliés :

= rien (si le plan &1 la sphére sont
disgaints) ;

= um poink (si la sphére est a une
distance égale & son rayon par
rapport 2 plan) ;

= un cercle {5 la sphére esta une
distance inférieure 3 spn rayon par
rapport au plan).

Modélisons & présent les
inlersections enlre deus sphires,
Paur traiter ce probléme il faut se
placer dars un plan qui contient les
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dewux centres (plutdt gue de fraster le
probleme directement dans espace).
Dans oz phan, il y a bes deux centres et
bes deux cercles cenfres en Ces centres
(Bes dewn traces des sphéres,
«'est-a-tire les deux intersections des
sphéras avac le plan). De plus, chacun
de oes cercles a pour rayen le rayon
diz Ja sphére dont il est 'intersection
aver le plan,

+ 5i la distance séparant les deux
centres est supérieure  la soamime

dess rayens | les
deux cercles
sont dfsfofots
et il en est
logiguement de
méme paur les
sphibres
assnciées, En
efet, on
retrouve
facilement le
résultat
tricimensianne|
a partir du i
résultat bidimensionnel en imagmant |
que F'on fait teurner e plan d'#lude |
autour J'un axe qui passe par les deus |
centres, ceda forme une surface dans
l'espace, C'est be résultat en trois
dimensicns. Dans le cas présent, il n'y a
awcune intersection dans le plan,
Qusandd an effectue la rodation autaur
e e, an shtient aucume trace,

il m'y a done pas d'intersection entre

les dieux sphéres.

* 5 la distance séparant les deux
centres el exaclement dgale & la
somme des rayons, les deu cerdles
sant tangents dans le plan. 5 on
imagine la rotation du plan autour de
I'axe passant par les deux cenres, on
obibend boujours cormme intersection le
simple point de tangence des cercles
(en effet il appartiant 4 la drode autour
e laquelle an fait tourmer le plan, donc
il est mvariant par rapport aus robalons
eb Ja surface qu'll décril en Lournan sur
i méme, c'est lui méme).

= 5 les deux centres sant au méme
endrait et gue bes rayons sont égaux,
les deux cercles se superposent.
Lorsquon effectue | rotaticn pour
ohbendr la figure en trois dimensions
carrespondante on obtient une sphére,
En effet, =i on fait tourner un cercle
autowr d'un de ses diamétres on abhent
une sphére dans Vespace. Dans ce as,
Iintersection des deu sphéres
{confonduesh est |z sphere elle-méme,

= %i la différence entre |e plus grand
rayon et le ples petit rayan est
striciemnent supérieure  la distance
entre les deux cercles (astrement dit

5i o dlistance entre ks deux centres
addtionnée avec le plus petit des
rayans est plus pefite que be plus grand
des rayons) alors be plus petit des deux
cerches est tatalement inchies dars e
plus grand, Il n'y & pas dintersection.
Sedon le méme ralsonnement que dans
|e premier cas en trais dimensions,
I'intersection des deux sphéres est donc
nulle, 'une étant induse dans I‘autre,

= 5 aucun des cas pricédents n'est
satisfait alars bes deux cercles se
coupent en deus poirts. 5i an visualisa
ces deux pomnts dans l'espace an
constate quls dessinent un cengde
Lintersection des deus sphéres est danc
un cercle dans |espace.

Ainsi bes ras possibles dlintersedtion
entre dewx sphéres sont les

suivants : aucune imersection, un peant

d'imersection, une sphére, um cercle,
Ciz sonl denc les mimes cas
d'intersection que ceus avec un plan
&l une sphére ; il fant cependant
rajouter le cas of les deus sphires
senb idenligues,

INTERSECTIONS AVEC

DES DROITES
Les inbersections entre deux plans
semblent &re des cas plus simples que
le=5 inbersections entre un plan et une
sphére pu entre deux sphires.
Mows allans ke vérifier maintenant.
Sion considére dews plans, trais
possibilités peuvent ére illisrédes ©
= =it il soat paralléles et non
confondus alars leur infersection
est vide, Cesl-a-dire qu'ik ne
s'interseclent pas
= il ils soat paralltles e corfondus
dans e cas leur intersaction c'est
auy méme ;

| = wnit its ne sont pas paralkles el

dans oz dernier cas il se coupent
selon une droite ;

I autre part, il faut prédser que I'an
peut définir une draite comme
Vintersection de deux plans, Cela n'est

pits encore essenbied, mais il Faudra s'en

souvenir larsgue nous aborderans des
exemiples simples de péométrie
analytique. Paur I'instand, considérons
qu'ine draite est ure ligne rediligne e
infinie dans l'espace. 1| devient alors
simple de madéliser les cas possibles
dintersections entre une droite

et un plan. Soit [a droite est paralléle au

plan spit elle ne I'est pas. 5i elle est
parallile au plan, soal elle est contenue
dans e plan deur intersection est alors
la drodte), sedl elle pst tatalement
disjeinta du plan Jeur inbersedion est

alors vide). % elle n'est pas parallde au

plan elle coupe lopiquement e plan er

urt unigue poinl, Ces cas dintersecions

de plan aver une droite sond trés
impartants. En effet, une droite &tant
l'intersectinn de dews plans,
lintersection d'une droile avec un plan
et infersection de trais plans entre
e, Mais maintenant envisageans les
intersedtinns possibles entre une droite
et une sphére ;

« goit la distance du centre de la sphire
4 |2 droile esl supérieure au rayon,
auejuel cas lintersection est vide ;

= it |a distance du centre da la sphére
4 la droite est exactement égale au
rayon dans ce cas Uintersecion est b
point de tangence ;

= soit |3 distance entre le cenfre de la
sphére e la draite est strictemeant
inférieure au rayon alors la droite

& fraverse » la sphére ce qui fait donc
deux peints d'intersections (un paint
d'mtersection & = l'entrée o et un point
dintersection & la « sortie #).

Tout ces résultats se retrauvent
facilement en raisonnant dans Cunigue
phan qui contient 2 droite et le centre
de la sphire,

APPLICATION
EN INFORMATIQUE

Tous ces prablémes glamétriques
d'intersections peuvent paraitre inutiles
et indigestes a premiére vue, une soric
de lubie de mathématiciens sans grand
intere. Paurtant ce sant des problémes
qui ol de nombreuses applications

praticues. Par exemale, les
pragrammes sur ordmateurs qui
permettent de
arier des
images en brods
dimensions
utilisent tous

N des calculs
g risolvanl ces
prablsmes
d'intersections.
Er efiet la
meéthode la plus
8 dassque pour
fgire 1 image
en breis dimersions sur ardinateur est
d'utiliser un algorithme dit « de lancer
de rayan ». On considére paur chaque
point de l'image un rayen luminewx qui
o part el grice & des calouls on vérifie
peur chaque plan de la scéne si le
rayan lintersecte. Si le rayon
I'irtersecte alors la lemigre, we du
point de I'image d'od est parti le rayon,
| est de la couleur du plan qu'elle
| inbersects. Ainsi doac, en suivant
| chague rayon luminew un d un et en
| calculant tout ce qu'il peut intersectar

coamime objets de la scene, on pandent
| i savoir de quelle couleur doit Ene
| dessind chague point de Fimage & on
parvient dor< & créer des images e des
films &n trois dimensians. De plus, sans
méme parler dimagerie, ces problémes
d'intersections sont utdes pour outes
lies simulations de Lrois dimensions sur
ordinaleur. Par exemple, on peut
caleider exactement la irajectaire d'un
rmissile ra d'un boulet de canon sur
ordinateur et aver des calouls
diirersection an peul savoir 51 va
arrieer sur bz sphére ciblée ou non,
O peut aussi wérifier si des plans de
batimerts dormesant des batimeants
solides en verifiant ol sond les points
d'appais dintersections. En résumé,
Lous ces problémes dimersections sont
extrémernent impartants dés quee on
rnadélise le monde réel.

BASES DE METHODES

DE CALCULS ANALYTIQUES
Comment donc un ordinateur
peut-il raisonner pour frower ke
intersections { A partir de |a définition
des élérmants (cercle, plan, droite),
Ihiomme iscle les différents cas

poessibles rapidement en utilisant sa
logique. Mas pour un crdinateur et

| autre chose. Un ordinaleus ne ail agi
que de facen systematigue, 11 lui Faut
une méthodi infaillible qui soit toujours
exaclement la méme, La réponse et
apportés par les mathématiques
analytiques ; [a résolution de systemes
d'équations. Comment un ordinateur
peut savoir si deun plans se coupent ou
nan  Mows, neas regardans siles deux
pans sont paralléles ou pas.
Lin ardinateur va agir sensiblement de
la méme tagan : i va définir ces plans &
partir d'un point et d'un vecdewr
perpendiculsre, Il a done pour ce
probleme deux prints et deus vedeurs
{1m pour chaque plan). 5i ces deu
verteurs sonk parallées, les plans le
sant, de méme 5'ils ne sonk pas
parallifes, les plars ne be sonl pas,
0O les mathématiques offrent justement
1 il trés pratique de caloul pour
s&nir 5i dews vedtaurs sont paralléles
ou non ; le produit vectoriel. Le produit
vectoriel de deus vecieurs & of B est
disfiri ainsa il st ol i et seuleme si
s deux vecteurs sont parailéles.
o Xl fx JaZi = Zips
A8 =] » ZaXh— EaZh

z I Tt — Jalh

On constate dong qu'avec simplement
trais cabruls (un poar chaque ligne du
vecteur final) un ardinateur peut savoir
5i les deux plans sont parallides ou non.
D la e fagon, nous pouvens
traiter be cas de imersecion d'une
droite aver un plan. Tout d'abord, une
draite est Uintersedtion de deus plans.
Chercher 5i une droite et un plan s
coupent revient 4 chercher sitrogs plans
s coupent en un point comimu ou
. Cette fois, nows allans définer un
plan & partir de son équation (e
Equation de plan est du type
anebyrczvd =0 avec les chiffres &, b, ¢
el d, definissamt le plan) <t non plus 4
partir d'un point et d'un vecteur
perpendiculaire. Chercher si les trois
plans (P1, I'2 et P3) s coupent en un
seul point revient donc 4 cherdher 5°il
exisbe un poinl Mixy2) tel quex, yetz
werifient ;

ek + by +emz + e =0
FoxX + b ¥+ Epaz+ ez =0
ik + By + ez + dn =0

Encore une inois il existe un outil

mathématique pussant qui permet de
sawoir si un {el systéme de 3 éguations
admet wne unigue salution ou nea - le

deéterminant 363, Le déterminant 313 se
définit & partir d'un systéme lindaire de
3 éxquations & 3 Mnoonnoss |
{31ty B Cpadpal+i0y Apabipa)-
{3gabgatyr)-{apabip G4 CxCaal.

Ml est non nul 5 el seulement < on a
une sohution unique. il est ml 55 n'y a
aucung solution done La droite est

| paralléle et dispoirte du plan. 51y a

une infinité de selution la droile es
parallile el conberue dans le plan,

Om woil i quaves un seul caloul (qui
peut paraitre long, mais qui est trés
simple pour un ordinatewr) on peut
savoir de facon systématique si une
draoite coupe un plan (donc s le rayon
lurmineus doit prendre la couleur d'un
plan de ba scine par exemple),

Baen entenda ce e sont que quelques
rudiments de génmeétrie analytique,
mais ils permettant déji davair une
banne idée du foncbannement des
ordinaleurs lorsqus ol & raiter ces
prablemes dintersections.

Un programme sur ordinatear peut

i

dessiner une image midimentaire en 30
a partir d'une scéne gu'on lui awrait
dérite et il peut donc nous servir 3
créer les images d'un mind il
d'animation. Le foncicanement est

tougours ke méme par l'approche
analytique - on pose les dguations
caracténistiques de tous les Bléments
(par exemple une équaton du type
& ax+byrcrd=0 = pour un plan) et
sedon e type des équations, on
applique telle ou telle méthade

de réselution automatigue.

Ainsi on peut déterminer sTy a
intersection e, si ow, le bype
dintersection,

Intersections entre deux plans

Les plans sont paralléles et
nan canfandus. I n'y a pas
dintersection.

Les plans sont paralléles
el conbandus.

Les plans ne sont pas paralléles,
Lintersection est une droite.

i



