473

Introduction

Le monde des statistiques se sépare en deux parties :

1. Les statistiques descriptives.

Elles consistent & travailler sur les données mesurées afin d'en extraire 1'essentiel
a l'aide de méthodes graphiques (histogrammes, boites & moustaches, droite des
moindres carrés) ou de paramétres de positions et de dispersion (comme la moyenne,
le mode, la médianc; I’étendue, la variance et Pécart type).

2. Les statistiques inférentielles.

Elles utilisent des résultats théoriques (comme la loi des grands nombres ou le
théoréme de la limite centrale) afin de pouvoir créer des modeéles généraux a partir
des informations données par les statistiques descriptives dans le but d’effectuer des
analyses prédictives ou de déduire des comportements généraux d’une population.

| Statistique descriptive Statistique inférentielle
Mesures expérimentales Modgle physique (formule)
Mesures météorologiques Prévision du temps a court terme
Sondage sur un échantillon Déduction sur la population globale
Récolte des données (SuperCard) | Agencement des produits dans les rayons
Tests placebos Détermination de Uefficacité d’un médicament.

Vastes champs d’applications

De nos jours, les probabilités et les statistiques sont utilisées de plus en plus dans beaucoup
de domaines dont, entres autres :

Traitement du signal Biologie Physique Jeux vidéos
Hydrologic et climatologie Médecine Sport, Marketing
Sciences économiques Psychologie Sciences sociales Criminologie

Le danger des statistiques

Les statistiques font parties du monde des mathématiques : il s’agit d'une science exacte !
Néanmoins, la réalité étant ce qu'elle est (imparfaite telle 'homme qui 'étudie), la
plupart des théorémes en statistiques sont utilisés sans qu'on puisse étre certains que
les hypothéses soient vraiment vériliées. 11 est souvent moral de se dire que U'on peut
appliquer tel ou tel théoréme. Clest une faiblesse ! des outils statistiques que I'on ne peut
négliger | Heurcusement, cette faiblesse est compensée par la robustesse de la plupart de
certains théorémes.

1. Les modeéles ulilisés par les physiciens souflrent des mémes faiblesses. La théorie de Newton a ¢té
surclassée par la relativité d'Einstein, qui a aussi été surelassée par la relativité générale (macrophysique).
Cette dernicre est actuellement incompatible avee la mécanique quantique (microphysique).
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Chapitre 1

Variables aléatoires

Dans I’édition 2004 du petit Robert, ou trouve sous «le hasard» la définition suivante.

«Cause fictive de ce qui arrive sans raison apparente ou explicable, souvent
personnifiée au méme titre que le sort, la fortune, ete. [...] Se dit & I'occasion
d’un heureux concours de circonstances.»

Dans cc domaine que sont les statistiques, on étudie la structure qui se cache derriere
quelques processus aléatoires. On y verra que lorsqu’on répéte un tel processus un grand
nombre de fois, «le hasardy s’efface pour laisser place & des lois statistiques.

1.1 Variables aléatoires discrétes

1.1.1 Jets d’une piéce bien équilibrée

Considérons une piéce de monnaie parfaitement bien équilibrée. Théoriquement, une telle
piéce tombe une fois sur deux sur pile, et une fois sur deux sur face. En effel, par les
propriétés de symétrie et d’homogénéité de la piéce, chacun de ses cotés a la méme
probabilité d’apparaitre.

Il y a des piéces truquées dont les deux cotés sont les mémes (deux cotés pile par exemple).
On peut aussi truquer une piéce & I'aide d’une presse’.

Effectuons 100 lancers de piéces en notant I’ pour face et PP pour pile. On va étudier
I’évolution de la proportion des piles sur le nombre de lancers.

Les 100 lancerssont P P F F P P P v P P P F FFFFFFUPP
r P EPEEFRFPFPEPRPEPFPEPRPEFFFEFPFPEPFPEPER
F AP F P P PF FFPPPP PP P FEF PP
P PR FPFPPPPPF PFPFFPPFIF
FpppPpFFFPPPFFFPPPFFPFP

Comme le coté pile est sorti 54 fois, sa fréquence d'apparition est de 0.54.

On remarque aussi qu'il v a une série de 7 piles de suile, et une série de T faces de
suite. Si on devait demander & un humain d’écrire 100 piles ou faces de suite, il hésiterait
fortement & en mettre 7 de suite et pourtant cela arrive fréquemment 2.

1. http://www.stat.columbia.edu/"cook/movabletype/archives/2008/01/a_sighting_of_t.html

2. Nicole Vogel montre, dans 'article «Peuni-on imiter le hasard 7» de la brochure APMEP 451, que
sur une série de 100 lancers, il y a plus d’une chance sur deux d’avoir une séric d’au moins 7 piles ou
7 faces. Disponible sur http://www.apmep.asso.fr/IMG/pdf/vogel-451.pdf.
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Voici la représentation graphique de I'évolution de la fréquence d’apparition du coté pile.

On commence & 1, puisque le premier lancer a donné pile. Le deuxiéme lancer donne aussi

pile, la fréquence reste a % = 1. Le troisiéme lancer donne F, ainsi la fréquence donne

% = ().67. Le quatriéme lancer donne F, ainsi la fréquence donne % 2 ().5. La le graphe

touche 'horizontale & hauteur % = 0.5. Rappelons qu’au 100-iéme lancer, la fréquence
valait 0.54.
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Pour les trois graphes ci-dessous, on a d’abord lancé 500 piéces, puis 1000, puis 5000.
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On voit que plus le nombre de lancers angmente, plus la fréquence s’approche de 0.5.

Ce phénoméne illustre le résultat fondamental suivant de la théorie des probabilités.

La loi des grands nombres

Lorsqu’on répéte une expérience aléatoire de maniére indépendante un grand nombre
de fois, alors les proportions expérimentales se rapprochent des proportions théoriques,
appelée probabilités.
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1.1.2 Jets d’un dé a six faces bien équilibré

Considérons un dé a six faces bien équilibré. Théoriquement, la fréquence d’apparition de
chaque face est de %. En effet, par les propriétés de symétrie ¢t d’homogénéité du cube,
chacune de ses faces a la méme probabilité d’apparaitre.

On trouve sur le marché des dés pipés qui ont un numéro qui sort dans le 80% des cas ¥

En effectuant 60 lancers, on obtient les données suivantes.

2311212612122 24434356
325365144236 2356433511
31553246453 22¢6131131

On construit, avec ces données, un hislogramme. Pour chacune des issues possibles (ici
les nombres de 1 & 6), on compte le nombre de fois qu’elle apparait, c'est le nombre
d’occurrences, puis on calcule la densité qui est le nombre d’occurrences divisé par le
nombre total de jets.

face 1 2 3 4 5 6
nombre d’occurrences 13 13 11 8 8 7
densité 0.2161]0.216 | 0.183 leH 0.133 ] 0.116

On fait ensuite un histogramme (voir le complément sur les histogrammes a la fin de
cette sous-section en page 7).

Histogramme
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L’histogramme permet de mieux visualiser les données. Ici, on voit que les faces 1, 2 et 3
sont sorfies bien plis sonvent. Tl est possible que le dé soit pipé (avec une petite bille de
plomb vers le sommet adjacent anux faces 4, 5 et G).

Néanmoins, ces données ne permettent pas de déduire que le dé est trugué. D’ailleurs
un test du chi-carré indique que ce dé n'est probablement pas truqué (voir en page 52).
Le test ne se trompe pas puisque ces données sont issues de simulations & partir d'un dé
(informatique) non pipé.

La loi des grands nombres affirme que plus le nombre de lancers est grand plus les densités
se rapprochent des probabilités (ou des densités théoriques) qui valent ici ¢ = 0.167. Ces
probabilités sont indiquées sur 'histogramme ci-dessus par les points reliés.

3. http://www.toursdemagie.com/produit/magie/6-Des-Pipes---8-Des-truques.html
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En augmentant le nombre n de lancers cllectués, on vérifie empiriquement la loi des
grands nombres.
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Compléments sur les histogrammes

Il y a deux sortes d’histogrammes : ceux qui ont en ordonnée les occurrences (c’est-a-dire
le nombre de fois qu’une valeur mesurée apparait ; dans Pexemple, il s’agissait du nombre
montré par le dé) et ceux qui ont en ordonnée les densités.

Imaginons que l'on lance un dé & quatre faces ef, que 'on obticnne les résultats suivants.

face 1 2 3 4
nombre d’occurrences 2 2 2 2
densité 0.2510.25]0.25| 0.25

Voici trois histogrammes des occurrences avec différentes fagons de grouper les résultats.

Histogramme 1 Histogramme 2 Histogramme 3

Cet histogramme est faux

: Eheﬁemes
W aul_‘Fa'i;‘éE_.{'
g Bont pis:
proporfinnslies) il

probabiftes |

Qccurrences
Occurrences
Occurrences

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

Et ceux pour les densités (avec la méme fagon de grouper les résultats).
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On voit le lien entre ces trois histogrammes et la densité de probabilité : les aires doivent
correspondre aux probabilités (voir page 15).

Ces histogrammes s’obtiennent a 'aide du logiciel «R» (http://www.r-project.org)
qui est la version gratuite du célébre logiciel «S plusy (http://stat.bell-labs.com/S).

Voici ce qu'il faut taper dans «R» pour obtenir ces histogrammes (pour raccourcir le
code, certains réglages ont été enlevés).

data <- ¢(1,1,2,2,3,3,4,4); layout(matrix(1:3, 1, 3, byrow=TRUE))

hist(data,breaks=c(0.5,1.5,2.5,3.5,4.5) ,prob=FALSE, col="gray",
main=paste("Histogramme 1"),ylim=c(0,5),xlab="", ylab="0ccurrences")

hist(data,breaks=c(0.5,2.5,4.5) ,prob=FALSE, col="gray",
main=paste ("Histogramme 2"),ylim=c(0,5),xlab="",ylab="0Occurrences")

hist(data,breaks=c(0.5,2.5,3.5,4.5) ,prob=FALSE, col="gray",
main=paste("Histogramme 3"),ylim=c(0,5),xlab="",ylab="0ccurrences")

En mettant prob=TRUE au lieu de prob=FALSE, «R» passe directement des histogrammes
des occurrences aux histogrammes des densiteés.
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1.1.3 Variables aléatoires discrétes, espérance et variance

Lorsque les valeurs prises par la variable aléatoire X sont en nombre fini ou dénombrable,
on dit que la variable aléatoire est discréte.

Définitions
L’ensemble des issues d'une expérience aléatoire est appelé Univers et noté §2.

Une wariable aléatoire* est une fonction X : @ — R qui associe a chaque issuc de
I'expérience en question un unique nombre réel.

On note P(X = x) pour la probabilit¢® que la variable X prenne la valeur z (attention &
bien distinguer majuscule (variable aléatoire) et minuscule (valeur prise par cette variable
aléatoire)).

-~

On définit 1'espérance de X par g = E(X) et la variance de X par % = V(X) ot

p=EX)=> Xw)-Pw) =) z-P(X=z)

we} zcR

On définit la variance de X par o2 = V(X) ou

o =V(X)= Z(-’B — )% -PLX =)

zeR

On définit aussi I'écart lype de X par 0 = Vo?.

Ces formules ne sont valables que lorsque IP(X = z) # 0 pour un nombre fini ou dénom-
brable® de z € R (ce qui est le cas pour une variable aléatoire discréte). C'est pour cette
raison qu’on sc permet de noter Y .

Interprétations

1. L’espérance de X est la moyenne des issues pondérée par leurs probabilités.

2. La variance de X est la moyenne des carrés des écarts par rapport a ’espérance pon-
dérée par les probabilités. Autrement dif, plus les valeurs prises par X s’éloignent
de 'espérance, plus la variance augmente fortement. Quant aux effets des petits
écarts sur la variance, ils sont presque négligeables.

Ces notions sont lices & la variable aléatoire, donc & la théorie des probabilités. Elles ne
sont pas liées aux mesures obtenues lors d’expérimentions. On verra qu'on pourra estimer

ces paramdétres (espérance, variance et éeart type) 4 l'aide de mesures dans le chapitre 2

Subtilité! Contrairement a d’habitude, si X est une variable aléatoire, © est une valeur
prise par cette variable aléatoire. Donc z est dans le domaine arrivée de X, qui est R.

4. On comprendra mieux dans les chapitres qui suivent pourquoi on les appelle variables aléaloires
alors que si on regarde la définition, il n’y a rien de variable, ni d’aléatoire.

5. Par rapport aux notions du cours DF, la probabilité que la variable aléatoire atteigne la valeur @
est donnée par P(X =) =P({w e Q: X(w) = z}).

6. dans ce cas, les séries sont infinies.
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Retour a ’exemple du jet d’un dé

En reprenant 'exemple précédent. On peut considérer la variable aléatoire X qui repré-
sente le nombre montré par le jet d’un dé.

On peut ainsi avoir une notation cfficace pour les probabilités : la probabilit¢ que le
nombre montré par le dé soit entre 4 et 6 se note P(4 < X < 6). Puisque la probabilité
d’avoir chaque nombre vaut é, on a

ot

| 1 1
1>(4gxgﬁ):]P(X=4)+JP(X=5)+P(X=6)=g+-_+6=%:50%

(=]

Le calcul de I'espérance est le suivant.
E(X) = P(X=1)+2P(X=2)+3P(X=3)+4P(X=4) +5P(X=5) + 6P(X =6)
_ 1,2 3,4 5 6 14243444546 21 T _ oo
6 6 6 6 6 6 6 6 2
On vérifie que Pespérance n’est rien d’autre que la moyenne des résultats possibles.
1+42+3+4+5+6
6

E(X) =

Le calcul de la variance est le sulvant.
V(X) = 1—p)? - PX=1) + 2-p)? - PX=2) + (3—p? P(X=3)
+(4—p? P(X=4) + (56— P(X=5) + (6 p)? P(X=6)

(-3 - (G- @-D (-9 (-3

- 6 6 6 6 6 6
25 2] 1 1 9 25
% 8§ 1 L 3 B 70 35
4 1 1 1 1 1

_ L4 4 - g
g B bt = = 13

r 35 i~
L’écart type vaut /75 = 1.71.

L’espérance de gain

Quand la variable aléatoire donne des valeurs en CHF, on parle d’espérance de gain au
lieu d’espérance (mais cela ne change rien 4 sa définition).

Dans ce cas, I'unité de 'espérance cst le CHF. Quant & 'unité de la variance, il s’agit
de CHF?! Ainsi, Punité de I’écart type est le CHF. 1l est donc plus naturel de parler de
I’écart tvpe lorsqu’il v a unc unité.

Par exemple, imaginons que deux personnes Anka et Brad jouent a pile ou face. Si la
pitce tombe sur pile, alors Anka donne 2 CHF i Brad ; si la piéce tombe sur [ace, alors
c'est Brad qui donne 4 CHF & Anka. On peut traduire cette régle par une variable

aléatoire X : {pile, face} — R qui gére la fortune de Anka : X(pile) = —2 CHF et
X (face) = 4 CHF.
Pour cette variable X, espérance vaut F(X) = —2-1+4-4 = 1 CHF. La variance vauft

V(X)=(-2-1)2-1+(4—1)?.1 =9 CHF”. L’cart typc vaut o = 3 CHF.

[’espérance de gain mesure le gain moyen : en jouant 1000 fois & un tel jeu, Anka est en
droit d’espérer gagner 1000 CHF (si elle n’est ni trop chanceuse, ni trop malchanceuse).
L’écart type est en relation avec le risque.
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Généralisation de ’espérance
Soit g : R — R une fonction réelle et X une variable aléatoire, alors go X est une variable
aléatoire notée” g(X) dont Pespérance est :
E(g(X) =) 9(X(w) - Pw) =) g(z) - P(X = z)
wc) TER
Cela permet notamment d’écrire la variance comme une espérance.

V(X) =3 (@ - u)?- P(X =) = B(X — p)*)

TzCR

1.1.4 Le théoréme de Tchebychev

Soit X une variable aléatoire d’espérance p et d’écart type o. Alors, on a

1
Pp—ko < X < p+ ko) ;1—@ pour tout k£ >0

Cas particuliers
1. Pourk=1,onaP(p—oc < X < p+o0) = 0%.
Cette affirmation n’est pas particuliérement utile.

2. Pour k=2 onaP(p—20 <X < u+20) 2 17%.
Ainsi il y a au moins 75% des valeurs de X qui sont dans lintervalle [ — 20, u + 20].
3. Pour k=3, onaP(u—30c <X < pu+30) > 88.8%.

Ainsi il y a au moins 88% des valeurs de X qui sont dans U'intervalle [ — 30, jt + 30].

Illustration dans ’exemple du jeu d’argent de la page précédente

Dans cet exemple, on a p1 = 1 et 0 = 3. On examine les gains d’Anka pour une partie.
1. La probabilité que la somme gagnée soit dans l'intervalle [u — o, p+ 0] = [—2,4]
doit étre plus grande ou égale a 0%.
(C’est, vrai, car cette probabilité vaut 100%.
2. La probabilité que la somme gagnée soit dans V'intervalle [ — 20, u + 20] = [—5,7]
doit étre plus grande ou égale & 75%.
(Vest vrai, car cette probabilité vant 100%.
3. La probabilité que la somme gagnée soit dans l'intervalle [u — 3o, pu + 3a] = [-8, 10]
doit étre plus grande ou égale 4 88.8%.
C'est vrai, car cette probabilite vaut 100%.
Conclusion Le théoréme ne donne pas des valeurs optimales, mais il est vrai quelque

soit la variable aléatoire. Ici, on a pris un exemple un peu trop simple, ce qui explique la
faible performance du théoréme.

7. Cette notation est abusive : (X )(w) n’a pas de sens! La justification est celle-ci : si X : 2 > R et
g:R—R,alors (go X)(w) = g(X(w)) = g(z) avec & = X (w) € Im(X). D’ot la notation go X = g(X).
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1.1.5 Jets de plusieurs dés a six faces bien équilibrés

Considérons plusieurs dés a six faces bien équilibrés. On examine la somme obtenue des
valeurs montrées par un jet de plusieurs dés.

Jets de deux dés

Voici un tableau représentant la somme, notée Y, de chacune des 6% = 36 issues.

Issue |3 || Issue || Issue | 3 || Issue | 3 || Issue | X || Issue | 37
: 2 ' 4 | £ 5
3 3] 6
4 6 T
5 7 8
6 8 9
-. 7 9 10

Si on suppose que les dés sont bien équilibrés, alors chaque issue a autant de chances de
se produire (c’est pour cette raison qu’on a tenu compte de l'ordre). On trouve ainsi le
tableau des probabilités suivant.

somme | 2[3|4[5[6]7|8]9][10]11]12]
ST A 123458 s la|3]2]1
probabilite | & [ 2|2 (4|2 |S]2|4(2[2]4%]

La loi des grands nombres allirme que plus le nombre n de lancers est grand plus les
densités se rapprochent des probabilités ci-dessus. Ces probabilités sont indiquées sur les
histogrammes ci-dessous par les points reliés.

Voici une vérification empirique de la loi des grands nombres.
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Jets de trois dés

Lorsqu’on jette 3 dés, il y a 6 = 216 issues. On a le tableau de probabilités suivant.

6l718lolwlnnl2l13]1a]1

somme || 3 4
1 | .3 10 [ 15 [ 21 [ 25 | 27 | 27 [ 25 | 21 | 15 | 1
proba || 57z | 515 | 516 | 516 | 216 | 516 | 216 | 216 | 216 | 216 | 216 | 216

on

16 | 17 | 18 |

16 | 216 | 216 | 216

> N
[=

]

La loi des grands nombres aflirme que plus le nombre n de lancers est grand plus les
densités se rapprochent des probabilités ci-dessus. Ces probabilités sont indiquées sur les
histogrammes ci-dessous par les points reliés.

Voici une vérification empirique de la loi des grands nombres.

Histogramme pour n= 10 Histogramme pour n= 50 Histogramme pour n= 100
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Propriétés de espérance et de la variance

En reprenant l'exemple précédent. On peut considérer les variables aléatoires X;, Xs
et X3 qui représentent le nombre montré par les des numéro 1, 2 et 3 respectivement.

On note dans ce cas, la variable aléatoire X = Z X; = X1 + X5 + X3 qui représente la
somme des nombres montrés par les trois dés. *=!

Grace aux probabilités qui se trouvent dans le tableau de 'exemple précédent, on a

| , 95 21 15 10 6 3 1 8
(12 < X < 18 . . i 75
P2 X <18)=5ie+ 516 T 216 T 216 T 216 T 216 T 216 216~ 010

On utilise les propriétés suivantes (voir section 1.4).

iE(iXﬂ;) = iE(X?) et (ZX ) z V(X;) siles X; sont indépendantes
i=1 i1

=1

Ainsi  B(X) = B(X1)+E(Xo) +E(Xs) = 3-1 = 105 = =105
3

V(X) = V(X)) +V(G)+V(Xs) = 3-8 = 875 = 02296

12



484

1.1.6 La loi de Bernoulli

On considére une expérience aléatoire a deux issues : le succes et 1'échec. A cette cx-
périence, on associe la variable aléatoire X qui donne 1 en cas de succes et 0 en cas
d’échec.
X : {suceés, échec} — R; succes — 1, échec — 0
Si p € |0, 1] est la probabilité de succes, alors on a
P(X=1)=p e PX=0)=1—p
On dit que la variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli de paramétre p, notée B(p).

Il est facile de montrer que E(X) = p et V(X) = p(1 — p).

Application

On tente de lancer une piéce de monnaie bien équilibrée sur pile. L’espérance vaut % (on
va réussir en moyenne une fois sur 2), la variance vaut %} Iécart type vaut %

1.1.7 La loi binomiale

On considére une expérience aléatoire constituée de n épreuves successives identiques,
indépendantes, a deux issues chacune : le sucecés et 'échec. Autrement dit, a la la i-iéme
épreuve, on associe une variable aléatoire X; qui suit une loi de Bernoulli B(p) oitp € |0,1]
est la probabilité d’un suceés a chaque épreuve successive. A cette expérience, on associe
la variable aléatoire X qui compte le nombre de succés, ainsi X = )" | X;.

La probabilité d’avoir k succés (et donc n— k échecs) est donnée grace a la technique des
anagrammes ® par la formule suivante (la i-iéme case correspond au i-jet ; il y a n cases).

permutations

P(X=k) = ]PG sucess | suceds | ... | sucees | échec | ... | échec ‘)
k Sl;:_oés n—k?}chccs

= n k1 _ yn—k -~ n — FT:;?':T)I sike {011}23"'7?’5}
(k)p (L—g)""on (k) { 0 sinon

En fait?, (:) est le coefficient de z* dans le polynéme (1 + z)™.

On dit que la variable aléatoire X suit une binomiale de paramétres n et p, notée B(n, p).

Remarque importante

Une variable qui suit unc loi binomiale B(n, p) est une somme de n variables qui suivent
une loi de Bernoulli B(p). Grace aux propriélés de 'espérance ot de la variance (voir
section 1.4), on a E(X) =npct V(X) =np(l — p).

Application

On compte le nombre de piles obtenus en langant n fois une piéce de monnaie bien
équilibrée. L'espérance vaut § (le nombre de piles obtenus est en moyenne égal & la
moitié des lancers), 'écart type vaut 7.

8. Se référer a la technique des anagrammes du cours de probabilité
9. Par rapport au résultat de la page suivante, on a (1+2)" = («” +2')™ car notre piéce de monnaie
est comme un dé A deux faces dont les numéros sont () pour face et 1 pour pile.
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1.1.8 La loi des jets de k dés

Cas particulier ou k =5

La variable aléatoire X compte la somme des résultats des jets de chacun des 5 dés.

On a ¢videmment P(X = 5) = (1)® = =, puisque chacun des 5 dés doit tomber sur 1.

De méme, on a P(X = 30) = =-. Il est plus dur de calculer P(X = k) avec 5 < m < 30.

Regardons en détails comment calculer P(X = 8) avec la méthode des anagrammes.

perm. perm. perm.
P(x=8) = P((I[T]2]2]2))+P(A[1]1[2[3])+P((A[1[L1[1]4])
st (1)° 5! 1\* 5 [1}°
5 2!3!'(6) * 31111!'(6) J Eﬂ'(é)
(1) [ B L 5!
=\6) \arz T o

On voit que ce qui n’est pas facile & trouver dans le cas général, c’est le contenu de la
parenthése qui contient les fractions avec des factorielles.
10

Mais en fait, ces [ractions peuvent étre expliquées ™ ainsi.

5! o -y .
5TaT est le coefficient de z3235 dans (z) + 22 + z3 + 24 + 25 + 26)°
5! -
TR est le coefficient de 23zoa3 dans (21 + T3 + 23 + 24 + 25 + 76)°
5! . .
PTET] est le coefficient de xizy dans (2 + z2 + 23 + x4 + x5 + 6)°

On utilise 'astuce suivante : en remplacant 2, par z, Zp par £2, z3 par 2°, ..., Tg par 25,

on transforme les mondmes a six variables ci-dessus en un polynéme & une seule variable.
Ainsi, les trois monémes ci-dessus (2223, 232973 ct z}z,) sont fusionnés sur un nouveau

mondme & unc seule variable dont la puissance correspond 4 la somme des dés, ici a®.

En effet, 2223 devient 7%2% = 28 ; 23x,7, devient z°2%2% = 2® ; zix, devient zz* = 28
Ainsi
51 5! 5!

. i 8 i 2 4 83 4 g 4 2B 6)6
2!3!—1—3[1!114—4!1] est le coefficient de z° dans (z + z° + z° + 2% + 2° + z°)

Reégle générale pour k dés

La probabilité de lancer k dés et d’obtenir un total de m est donnée par le coefficient =™
du polynéme (x+z? + 2% + 2t + 2% + 25)F multiplié par (%]I"’ Ce coefficient est facilement
déterminable i 'aide de Maxima : la commande qui établit la liste des coeflicients est
makelist (coeff (ratsimp ((x+x~2+x~3+x~4+x~5+x"6) "k) ,x,m) ,m,k,6%k).
Par exemple, la probabilité de faire un total de 120 avec 30 dés vaut

1

2 42 11604 837831 - = 0.011%
s 221073919720 733 357 899 776 s

10. On utilise les combinaisons vues dans le chapitre sur le dénowbrement
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1.2 Variables aléatoires continues

Lorsque les valeurs prises par la variable aléatoire X varient dans un intervalle (ou une
réunion d’intervalles), on dit que la variable aléatoire est continue.

1.2.1 La loi uniforme

Imaginons I'expérience aléatoire suivante : on fait tourner une aiguille

fixée au milien d'un disque. L’aiguille s’arrétera de maniére aléatoire.

Regardons la variable aléatoire X qui associc & chaque position de

aiguille I'angle correspondant dans U'intervalle [0, 27].

La probabilité que 'angle soit exactement % est nulle. On voit tout de

méme que la probabilité que 'angle soit entre § et 5{ devrait valoir %.

L’astuce consiste a se ramener a regarder des aires sous une courbe appelée densité
(continue) de probabilité ou encore distribution et notée f(z). On a

b
Pla<X<b) = /f(:z:)d;c
R S - s

Probabilité que X prenne

whe valenr ontie o ot b Notation mathématique pour

décrire 'aire entre f ot axe des «,
de a jusqu'a b

Comme une probabilité est un nombre entre 0 et 1 (ou entre 0% et 100%), on doit avoir

/ flz)de =1 et f(z) = 0 pour tout z € R

La densité de la variable aléatoire X associée a cette expéricnce aléatoire est donnée par

v s | 5= siz€[0,2n]
f($)_{ %] siz ¢ [0,27]

Voici son graphe.

densiti
: f
5= O
— Im{A4)
2¢ 4 2 2 Sr  W)x  4x Mz 18 o
9 [£] 3 a9 a8 ] 9 L ¥

Cette densité est dite uniforme.

Ona

P <x <y = [faz =}

Fn effet, en observant le quadrillage, on constate que la zone grise définie sur I'intervalle

dr 2] . 1
['ﬁ. ] H.0ne proporiion de g
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1.2.2 La loi normale
1l existe une loi, notée N (u,0?) et appelée loi normale (ou loi de Laplace-Gauss) qui,
comme on le verra, permet d’approximer certaines probabilités.

Cette loi dépend de deux paramétres : Iespérance p et la variance o2 (qui est le carré de
Pécart type o). Elle est donnée par la densité
1
x5, 0) =
o ey

ol e est le nombre d’Euler qui vaut environ 2.71828. Voici le graphe de f.

(=)

a

densité

1
av2m

68.3%

T 95 AT 99 %
p— 30 n— 20 i+ O M n+o 20 B+ 30

€

Le lecteur pourra comparer les pourcentages indiqués avec ceux donnés par le théoréme
de Tchebychev.

Meéme si cette loi est trés importante, tous les phénoménes ne peuvent pas forcément étre
estimés par la loi normale.

Approximation de la somme d’un jet de dés

Superposons en rouge/blanc la loi normale N (kpu, ko?) correspondant aux lancers de k

dés pour k € {1,2,3,4,5,10}. Rappelons que = 3.5 et 0 = %
Histogramme pour n= 1000 Histogramme pour n = 1000 Histogramme pour n = 1000

[=] o [=)
& 3 &
(=1 f= (=]
b 2 2
ol [} o
g 2 g 2 § ¢
a g [= o s
[ ] (=3 [
= =3 =
o o [=]
123 458 3 6 9 12 15 18
Somme de 1 dé Sonuneg de 3 dés
Histogramme pour n= 1000 Histogramme pour n = 1000 Histogramme pour n = 1000
o o i
a o o
" s = a O
ﬁ = = f=1 E =]
= [=
S e Ill ll S e e
o [ =] [ =]
g | tll ’I\ g 2
= T 1 o a
4 132074 & 10 15 X 25 30 10 20 30 40 S0 60
Somme de 4 dés Sormemis de 5 dés Sormima di 10 diés

On voit que lorsque n grandit, 'approximation par la loi normale devient meilleure.
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Encore quelques comparaisons.

Histogramme pour n = 1000

0.06
|

Densité
0.03
|

0.00
|

Somme de 20 dés

Histogramme pour n = 1000

Densité

0.00 0.02 0.04 0.06

Somme de 30 dés

Comparons la probabilité exacte d’avoir, en lancant 30 dés, une somme comprise entre
120 et 180 avec son approximation par la loi normale N(105, 87.5).

| n I
'. méthodes de caleul | réponse

vraies probabilités (voir section 1.1.8) | P(120 < X < 180) = 0.06067
180
loi normale N {105, 87.5) fl@) da =2 0.05440

J1z0

) . - . 180.5

loi normale A(105, 87.5) avec correction de [ =
1

. : ; ) dr = (0.06056
continuité (voir aussi la page 28) Jiz)de .

19.5

La correction de continuité consiste a enlever % a la premiére borne d’intégration et a

ajouter  a la deuxiéme borne. En effet, si on veul calculer la probabilite IP(X = 100)
et qu'on caleule ]&%ﬂ f(z)dz, on va trouver 0, parce qu’il n’y a pas d'aire. Si on veut
approximer P(X = 100) a 'aide de la loi normale, il faut calculer I'intégrale ﬁ;g.a f(z) dz,

car les barres des histogrammes sont centrées en 100 mais sont de largeur 1.
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1.2.3 La fonction gamma

La fonction gamma est définie par I'intégrale suivante.
+oco

Iin) = /x”’_le Tdr mne0,4+00]
0
Propriétés de la fonction gamma.

T(n4+1)=n-T(n)pour toutn>0 avec TI'(})=+7 et ['(1)=1

Ces propriétés permettent de calculer I'(5) avec n > 1.

On voit aussi que lorsque n est un nombre naturel, n > 1, la fonction gamma est une
généralisation de la factorielle, autrement dit qu'on a I'(n) = (n — 1)L

En cffet, la factorielle satisfait les propriétés n! =n - (n —1)! et 0 = 1.

x ¥
A L
g(z) = ahe
0.7 = 0.75
- l — B
0.50 + L(z)=+7 0.50
0.25 = 0.25
1
] P(Iz)l L | | | 1 | L | |
T T T 1 ] I 1 1 1 ] I = €T I T €T
-1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 2 —1
¥ ¥:
1 i
9(z) = z2e™ glx) =2~
0.7 + 0.75 <+
i 3y __ 1 8 o, S " — -
0.0 + P(”?_) = EF(E) = Eﬁ 0.50 + I‘(2) = J.F(].) = ]
0.25 0.25
3
ri) I'(2)
i R e e e AN S TR z | M — Tttt &€
-1 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1p 11 5 3 ] 2 3 4 5 £ 7 R 0 10 11
¥ ¥
N 557__1 i _ =0 x
glx) = xie g(xr) = r°¢
0.7s 1 0.75
GEY Ay 8 e _
0.50 + I'(3) =30(3) =3/ 0.50 I'(3)=2I'(2) =2
0.25 -+ 0.25
r(3) |
=l f—tr—t——— I 1 o S e e S £
i 1 2 3 4 5 67 8 9 1011 2 =1 1 2 3 4 5 A T &8 9 10 11
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1.2.4 Les lois de Student

La densité de probabilité de la loi de Student 7, a v degrés de liberté est donnée par la
fonction suivante.

_ red) 1o 22\~ F
mo =t (7)) T oeeR

Il s’agit d’une distribution qui ressemble & celle de la loi normale centrée réduite, mais
elle est plus haute sur les cotés.

Sur les graphiques suivants, on voit la loi normale centrée réduite N (0, 1) en traitillés,
les lois de Student pour v =2, v =5 et v = 30.

Comparaison en la loi normale N(0,1) et T5.

densité

Comparaison en la loi normale N (0,1) et T5.

densité

Comparaison en la loi normale N (0, 1) et T50.

denzite

A
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1.2.5 Les lois du chi-carré

Il existe des lois, notées x2, et appelées lois du chi-carré (prononcer «ki») avec n de-
grés de liberté. Voici les expressions fonctionnelles de leur densité et leur représentation
graphique.

densité 1 g & .
Tk € 2 8.52>0
f'u('?:) = 2z1 (%)
0 siz<0
061+ n=1 1
Sin=1,ona fi(z) = 3
hiz) V2 /T
Sin=2o0na falz) =L1e3
0.5 1
" 1 i
Sin=3,0na f3(z) = —+/Te 2
2r
04+ Sin=4,ona fiz) = tze 2
Sin=>5,ona fs5(z) . VT e 2
) =5, %) = T e 2
: 32w
0.3 1+ \n=2 '
- Sin=6,0na fo(z) = e 2
AT
/ \n=3
/ X
0.2+ 5
/ - n=4
f > n=5
{ k"\
.! .\'\.
%
0 1 : ] 1 1 t :
L 1 2 a 4 G 5 7
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1.2.6 Espérance et variance dans le cas continu
Espérance d’une variable aléatoire continue

I espérance d’une variable aléatoire X, notée E(X) ou p, est la moyenne pondérée des
valeurs images de X par leur probabilité :

| oo
E(X)= / o= fle) de (en modifiant la formule du cas discret)

o0

Variance et écart type d’une variable aléatoire continue

La variance d’une variable aléatoire X, notée V(X), est la moyenne pondérée des carrés
des écarts par rapport a I'espérance p par leur probabilité.

v = [ - s

L’ écart type de X est défini par o(X) = /V(X).

Généralisation de P’espérance

Soit g : R — R une fonction réelle et X une variable aléatoire, alors go X est une variable
aléatoire notée '’ g(X) dont 'espérance est :

+oo
EG(0) = [ ola)- f(a)da

—o

Cela permet notamment d’écrire la variance comme une espérance.
400 "
V) = [ @ w2 @) do = B(X - )

Exemple de calcul

Pour la variable aléatoire X définie en page 15, I'espérance est le résultat que I'on peut
le plus souvent espérer (en moyenne) ct vaut :

2
T . Trol Z° 42
BX)= [ grae ™ | = en
La variance est : .
2 ) _ . ) . _ ,
o= et g e [ _car 2t s
2 i o 67 G i i 3

0

Par conséquent, I'écart. type vaut o(X) = J=.

10. Cette notation est abusive : g(X){w) n’a pas de sens! La justification est celleci :5i X 1 ] + R et
g: R =R, alors (g o X)(w) = g(X(w)) = g(z) avee r = X(w) € Im(X). D'odl la notation go X = g(X).
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1.3 Les différentes formes de densité de distribution

1l s’agit d'une notion issue de la théorie des probabilités : une densité (ou distribution)
est une description de la courbe que devrait suivre un histogramme lorsque les mesures
utilisées pour faire I’histogramme sont en trés grands nombre (grace a la loi des grands
nombres). Il s’agit d'une courbe théorique !

Tandis que I'histogramme est basé sur les observations, la distribution est théorique. Il
faut donc faire preuve de prudence lorsqu’on dit que les données mesurées suivent une
certaine distribution !

Dans les exemples précédents, les densités ont toujours été déterminées de maniere exacte
(loi de Bernoulli, loi binomiale ou loi multinomiale) ou approximative (loi normale, lois
de Student, lois du chi-carré).

Voici les noms de certaines formes de distributions que 'on peut trouver dans la nature.

Distribution symétrique Distribution uniforme

Distribution oblique a gauche Distribution oblique a droite

Distribution bimodale
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Date de naissance de éléves de premiére année (2003-2004)

On peut regarder la date de naissance des éléves de premicére année. I1 y a 224 éléves
inscrits en aofit 2003. Voici histogramme ot les classes sont des trimestres (lrois mois).

Histogramme

EG6LE |

pe6Lz [

FE6L°E
S861°E B

Eg6LL |
ggslz I
£86L'Y
ra6L"L
re6L'Y |
Sg6L'L [l
sg6LZ I
sgsl'y |17
986l '€

z
gg6L'Ee T
g6l I

On voit beaucoup micux la nécessité de classer les données dans des classes, afin d’avoir
un graphe lisible. Voici 'histogramme on les classes sont, des semestres (six mois).

Histogramme

90 — =

80—

70

60

5ai

40 |

20 ¢

£a6LL |
£8617

8612
se6L'L ||
9861'L
98612
611 [
L8617
8861'L
se61z [

Il faut faire attention a 'interprétation que Von denne & Phistogramme, puisque le choix
des classes influence légérement 'histogramme, Pour cetie raison, il est important de ne
pas faire de calculs & partir des nombres indiqués sur 'histogramme, mais plutét a partir
des données initiales.

Méme si le choix des classes modifie 'histogramme, on s'apergoit que la forme générale
reste la méme. Ici, on voit qu’en premiére année, il y a beaucoup d’éléves qui sont nés en
1987 ct dans la premiére moitié de 1988.

La distribution est oblique a gauche, car il y a aura certes quelques éléves surdoués
qui auront sauté une année (donc qui entreront au lycée trés jeune), mais il y a aura
bien plus d’éléves qui entreront au lycée un peu plus vieux (redoublement, réorientation
professionnelle, .. .).



495

1.4 Propriétés de 'espérance et de la variance

Propriétés de 'espérance

L’espérance est linéaire (ccla provient des propriétés du symbole somme et de P'intégrale).
Cela signifie que Pespérance satisfait :

additivité : E(X+Y) = EX)+EY)
homogénéité : E(AX) = AE(X)

De plus, si C' est une variable aléatoire constante, on a E(C) = C.

Propriétés de la variance

La variance n’est pas linéaire. On a tout de méme :

additivité si X et Y sont indépendants : VX+Y) = V(X)+ V()
homogénéité de degré 2 : VOX) = XV(X)
lorsque C est une variable aléatoire constante : vic) = 0

Pour démontrer la formule de 'additivité, il faut définir la notion de variables aléatoires
indépendantes (et aussi la notion de covariance) : ccla dépasse le cadre de ce cours. Par
contre, les deux autres propriétés sont évidentes.

Autre formule pour la variance

V(X) = B(X?) - (BE(X))*|

En utilisant les proprié¢tés de I'espérance, on montre que
En effet, en notant u = F(X), on a :

V(X)= E((X_,u)?) = E(X?—2uX +12) = E(X?) —2uBE(X)+4* = E(X?) - (E(X))®

Théoréme

On considére n variables aléatoires indépendantes X, Xy, ..., X,, de méme espérance p
et de méme variance o°. La moyenne de ces n variables aléatoires est aussi une variable

aléatoire, notée X et définie par X = w Sous ces hypothéses, on a :
B(X) = u vE) =<
n
Preuve
: s X in A ¢ 2 ;
Ona: E{.T]le(Z‘_l ) = 2izy E(X) :E'_'”—E—h
n n n n

Pour la varianee :

V(X) = 1(L) = V(3T X = o V(T X)

n n n*
Point délicat : on a V(3 , X;) = Y1, V(X;) parce que les variables aléatoires X; sont
indépendantes. Par conséquent :

1
n2

ey @ ; G 1 - 1
PR = V(Zizl Xi) 2 2o VIXi) = s Y0t = o2 no? = =
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1.5 Centrage et réduction

Définitions

e Unec variable aléatoire (discréte ou continue) est dite cenirée si son espérance est nulle.
e Unec variable aléatoire (discréte ou continue) est dite réduite si sa variance vaut 1.

Théoréme

Si X est une variable aléatoire (discréte ou continue) d’espérance p et de variance o,

alors
X =

g

est une variable centrée réduite

Preuve

1. On a, par linéarité :

=0
X =M 1 ;inA]- in.]- ’1_/\—
E( = ):E(E(X—;;,)) FL ;-E(X—N)Eé = (BX) — ) =0

2. On commence par utiliser la formule V(X)) = E((X — E(X))?) afin d’avoir :

(Bl =l (T2 o T

=0 (voir ci-dessus)

On peut ainsi continuer le calcul :

(552) - o((552)) - (57 - o(ice)

1 ;
7 B((X —p)?) = - B(X*—2Xp+47%)

fea|
5
ql\:|"_' qm|'_

(B0 20800 +49) ~E0 L (50e) - (00

On termine en se souvenant de la formule V(X) = E(X?) — (E(X ))2 En effet :

V(X;”) = % (B(x?) - (B(X))") = ; V(X)) = .0715 o2 =1

O
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1.6 Fonction de répartition d’une variable aléatoire

1.6.1 Fonction de répartition d’une variable discréte

On définit la fonction de répartition d'une variable discréte comme suit.

dlp)=PlX < g)= Z P(X =k) on P(X =k) est la densité discréte de probabilité
k=—00
Exemple

Ci-dessous, on trouve la loi binomiale B(10, ;) (dont la densité est en gris foncé) et sa
fonction de répartition (en gris clair).

densité

1.6.2 Fonction de répartition d’une variable continue

On définit la fonction de répartition d'une variable continue comme suit.
o) =P(X <z)= / f@)dt ou f(x) est la densité de probabilité

Exemple

Ci-dessous, on trouve la loi normale N(0, 1) et sa fonction de répartition.

densité
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1.7 Deux propriétés essentielles de la loi normale

1.7.1 La loi normale permet d’approximer la loi binomiale
Le théoréme central-limite de Laplace
Soit a, b € R et p € ]0,1[. Alors
La loi binomiale B(n,p) suit approximativement une loi normale N (np, np(1 — p))
Autrement dit, pour n assez grand, on peut approximer la probabilité que la variable X,

- qui suit une loi binomiale B(n, p) d’espérance np et de variance np(1 — p), soit entre a et
b de la maniére suivante.

a.ppr(:rx par
I[)(G,QXSEJ) JP(G(N<!5)
NN {n;o np(1—p)) =Z~N(0,1)
[
centrage ]P( a—np N~ np < b— = )
réduction W S ’TL;UU = p) o ?lp(l T p)
fonction de B~ np a—up
P(Z ) - IP(Z < 4—,7)

répe }.l'tlt.].Ol'L n,p ] — p) h np(]- = p)

notation b— np _ a—1np
pon (\/'m) ¥ ( np(] —_p))

La plupart du temps, on considére que si np > 5 et si n(1 — p) = 5 (autrement dit si n
est suffisamment grand par rapport aux probabilités de succés p et d’échec 1 — p), alors
’approximation est de bonne qualité.

Exemple

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi binomiale B(10,%) (on lance une piéce de
monnaie bien équilibrée 10 fois de suite et on compte le nombre de piles obtenu). On a
np = n(1 — p) = 5. Ainsi, on estime B(10,1) avec la loi normale N'(np,np(1 — p)) =
N (5,2.5).

En gris, on a P(4 < X < 7) gque 'on voit sur le graphe de gauche et que Von estime par
la. loi normale sur le graphe de droite.

L35
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On a :
PA<XKT = PX=4)+PX=5)+PX=6)+P(X=7)
; 5 6 1114 7 1113
= DA +EE+EOE @ +HE @)
% = us = (0.7734375
L’approximation est donnée par

PASX <T)=¢(T52) -

25 & ¢(1.26) — $(—0.63) = 0.6319

Amélioration de I’estimation par correction de continuité

L’estimation de la page précédente n’est pas extraordinaire. Pour 'améliorer, on va lége-
rement modifier les bornes de Uintégrale. En effet, en allant de 4 & 7, 'intégrale précédente
‘oublie’ la moitié des deux rectangles aux extrémités. C’est pourquoi il est plus judicicux
de partir & 3.5 et de finir & 7.5 comme le montre les schémas ci-dessous.

Yy Y

0.25 025

P(4< X <7)=0.7734375

L’approximation est maintenant bien meilleure

PACX £ 7' (Ias) — p(is

—5) = (1.58) — ¢p(—0.95) =2 0.7718

V2.5
Formule d’approximation améliorée

La formule d’approximation améliorée est donc dans le cas général donnée par

h4+ 3 —np a—z—mnp
Plas X <h)|Sg| —2—=_ | | —2_—-
( ) - ( fnp(1 —pj) (-,.-"'le:] —p) )
Remarque

51 n est trés grand, les deux approximations (l'améliorée et celle du 111(‘(}rf‘m(} seront les
deux trés proches.
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1.7.2 Le théoréme de la limite centrale

Le théoreme de la limite centrale, aussi appelé théoréme cenlral limite est I'un des résultats
les plus importants de la théorie des probabilités. De facon informelle, ce théoréme =
donne une estimation de 'erreur que 'on commet en approchant la moyenne théorique
t par la moyenne arithmétique 7.

Théoréme de la limite centrale

Supposons qu’on a n variables aléatoires X, ..., X,, indépendantes et qui suivent une

méme loi de probabilité d’espérance u et de variance o2.

Le théoréme central limite dit que, si n est suffisamment grand (la plupart du temps
n = 30 suffit), alors la variable aléatoire X = % qui correspond a la moyenne
des variables X, ..., X, suit approximativement une loi normale N (y, "7;)

Simulation numérique

En noir, la loi d’origine. En rouge/blanc, la loi normale du théoréme. En gris, I'histo-
gramme des moyennes de 10000 échantillons de taille n.

Pour n = 1, Phistogramme suit la loi d’origine, puisque la moyenne d’'une mesure est

égale & la mesure elle-méme. Puis plus n grandit, plus I'histogramme cesse de suivre la

101 d’origine pour se rapprocher de la loi normale (qui devient de plus en plus étroite, car
dcvmnt de plus en plus petit, et haute, car son aire vaut toujours 1).

==} cg_l o —
n =1 n=2 n=3
-] w - o —
- == — - —
o o :[: ™ ]
a o o -
I T T T T 1 I T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
@ @ = o —
n=4 n=2>5 n =10
o - o - @ -
<+ = - = =
& o
&
0.0
& =
o

T
oo 0.2

11. Ce phénomine a d'abord &6é observe par Gauss qui 'appelait loi des erreurs ; mais ce dernier n'en a
pas donné de démonstration rigourense. La preuve du théoréme a été apportée par deMoivre el Laplace ;
le théoréme porte done parfois leurs noms.
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1.8 Tables

1.8.1 Fonction de répartition de la loi normale

La fonction de répartition ¢(z) de la loi normale centrée réduite A'(0, 1) est une intégrale

&

qui n’admet pas de primitive explicite. On recourt ainsi & une table pour donner des
valeurs approximatives.

_ 1 / * £2

o(r) = — e 2 dt

=) V2T J o

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 | 0.5000 | 0.5040 | 0.5080 | 0.5120 | 0.5160 | 0.5199 | 0.5239 | 0.5279 | 0.5319 [ 0.5359
0.1 | 0.5398 | 0.5438 | 0.5478 | 0.5517 | 0.5557 | 0.5596 | 0.5636 | 0.5675 | 0.5714 | 0.5753
0.2 | 0.5793 | 0.6832 | 0.5871 | 05910 | 0.5948 | 0.5987 | 0.6026 | 0.6064 | 0.6103 | 0.6141
0.3 | 0.6179 | 06217 | 0.6255 | 0.6293 | 0.6331 | 0.6368 | 0.6406 | 0.6443 | 0.6480 | 0.6517
0.4 | 0.6654 | 0.6501 | 0.6628 | 0.6664 | 0.6700 | 0.6736 | 0.6772 | 0.6808 | 0.6844 | 0.6879
0.5 | 0.6916 | 0.6950 | 0.6985 | 0.7019 | 0.7054 | 0.7088 | 0.7123 | 0.7157 | 0.7190 | 0.7224
0.6 | 0.7257 | 0.7291 | 0.7324 | 0.7357 | 0.7389 | 0.7422 | 0.7454 | 0.7486 | 0.7517 | 0.7549
0.7 | 0.7580 | 0.7611 | 0.7642 | 0.7673 | 0.7703 | 0.7734 | 0.7764 | 0.7793 | 0.7823 | 0.7852
0.8 | 0.7881 | 0.7910 | 0.7939 | 0.7967 | 0.7995 | 0.8023 | 0.8051 | 0.8078 | 0.8106 | 0.8133
0.0 | 0.8159 | 0.8186 | 0.8212 | 0.8238 | 0.8264 | 0.8289 | 0.8315 | 0.8340 | 0.8365 | 0.8389
1.0 | 0.8413 | 0.8438 | 0.8461 | 0.8485 | 0.8508 | 0.8531 | 0.8554 | 0.8577 | 0.8599 | 0.8621
1.1 | 0.8643 | 0.8665 | 0.8686 | 0.8708 | 0.8729 | 0.8749 | 0.8770 | 0.8790 | 0.8810 | 0.8830
"1.2 [ 0.8840 | 0.8869 | 0.8888 | 0.8906 | 0.8025 | 0.8943 | 0.8962 | 0.8980 | 0.8997 | 0.9015
1.3 | 0.9032 | 0.0049 | 0.9066 | 0.0082 | 0.09099 | 0.9115 | 0.9131 | 0.9147 | 0.9162 | 0.9177
1.4 | 0.9192 | 0.9207 | 0.0222 | 0.9236 | 0.0251 | 0.02656 | 0.9279 | 0.9292 | 0.9306 | 0.9319
1.5 | 0.9332 | 0.0345 | 0.9357 | 0.9370 | 0.9382 | 0.9394 | 0.9406 | 0.9418 | 0.9429 | 0.9441
1.6 | 0.9452 | 0.9463 | 0.9474 | 0.9484 | 0.9495 | 0.9505 | 0.9515 | 0.9525 | 0.9535 | 0.9545
1.7 | 0.9554 | 0.0564 | 0.9573 | 0.9582 | 0.9591 | 0.9599 | 0.9608 | 0.9616 | 0.9625 | 0.9633
1.8 | 09641 | 0.9649 | 0.9656 | 0.0664 | 0.9671 | 0.9678 | 0.9686 | 0.9693 | 0.9699 | 0.9706
1.9 | 09713 | 0.9719 | 0.9726 | 0.9732 | 0.9738 | 0.9744 | 0.9750 | 0.9756 | 0.9761 | 0.9767
2.0 | 0.0772 | 0.9778 | 0.9783 | 0.9788 | 0.0793 | 0.0708 | 0.9803 | 0.9808 | 0.9812 | 0.9817
2.1 | 0.9821 | 0.9826 | 0.9830 | 0.9834 | 0.9838 | 0.9842 | 0.9846 | 0.9850 | 0.9854 | 0.9857
2.2 | 0.0861 | 0.0864 | 0.0868 | 0.0871 | 0.9875 | 0.0878 | 0.9881 | 0.9884 | 0.9887 | 0.9890
2.3 | 0.0803 | 0.0806 | 0.9898 | 0.9901 | 0.9904 | 0.9906 | 0.9909 | 0.9911 | 0.9913 | 0.9916
3.4 | 0.0018 | 0.9920 | 0.9922 | 0.9925 | 0.9927 | 0.9929 | 0.9931 | 0.0932 | 0.9934 | 0.9936
25 | 0.0938 | 0.0940 | 0.9941 | 0.9943 | 0.0945 | 0.9916 | 0.0948 | 0.9949 | 0.9951 | 0.9952
2.6 | 0.0953 | 0.9955 | 0.0956 | 0.0957 | 0.0950 | 0.9960 | 0.9961 | 0.9962 | 0.9963 | 0.9964
2.7 | 0.9965 | 0.9966 | 0.9967 | 0.9968 | 0.9969 | 0.9970 | 0.9971 | 0.9972 | 0.9973 | 0.9974
2.8 | 0.0974 | 0.9975 | 0.9976 | 0.9977 | 0.9977 | 0.9978 | 0.9979 | 0.9979 | 0.9980 | 0.9981
2.9 | 0.0981 | 0.9982 | 0.0982 | 0.9983 | 0.9984 | 0.9984 | 0.0985 | 0.9985 | 0.0986 | 0.9986
3.0 | 0.0986 | 0.0987 | 0.0087 | 0.0988 | 0.0088 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9989 | 0.0990 | 0.9990
3.1 | 0.0990 | 0.9991 | 0.0991 | 0.9991 | 0.0992 | 0.0992 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9993 | 0.9993
3.2 | 0.0993 | 0.9993 | 0.0994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9995
3.3 | 0.0995 | 0.0995 | 0.0995 | 0.0996 | 0.0996 | 0.0996 | 0.0996 | 0.9996 | 0.0996 | 0.9997
3.4 | 0.0997 | 0.9997 | 0.0997 | 0.0997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9998
3.5 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998
3.6 | 0.9998 | 09998 | 0.9990 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3.7 0.9999 0.99949 0.9949 (0.99949 1.99499 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999
3.8 | 0.G999 | 0.9990 | 0.0999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3.9 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000

On lit les décimales dans les lignes, et les centiémes en colonnes. Par exemple, on trouve
I'approximation arrondie & 4 décimales de ¢{1.65), qui vaut (.9505, & 'intersection de la
ligne 1.6 et de la colonne 0.05. 5i z est négatif, on utilise la relation ¢(—z) = 1 — ¢(x)
qui provient du fait que la densité est paire et que 'aire sous la courbe vaut 1.

densité donsité

1 1

H(1.65)
~8 . | 1 2 2 1

1 2
$(1.65) = 0.9505 G(—1) =1— (1) = 1 —0.8413 = 0.1587
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1.8.2 Les quantiles des lois de Student

La fonction de répartition ¢, de la loi de Student 7, & v degrés de liberté est une intégrale
qui n’admet pas de primitive explicite (Salu" siv=1).
_wit

neg) :

2

W v

Contrairement & la table de la loi norma]ej il est coutume de préférer une table des
quantiles (c’est-a-dire une table qui donne la valeur de z lorsqu’on connait la valeur de

Paire ¢,(z)).

ou(z) = dt ,zeR

g o ¢v(z) 0.60 0.75 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995 0.9995
T | 0.322920 | L.000000 | 3.077684 | 6.913752 | 12.70620 | 31.82052 | 63.65674 | 636.6192
2 | 0.288675 | 0.816497 | 1.885618 | 2.919686 | 4.302653 | 6.064557 | 9.924843 | 31.59906
3 | 0.276671 | 0.764892 | 1.637744 | 2.353363 | 3.182446 | 4.540703 | 5.840000 | 12.92398
4 | 0270722 | 0.740697 | 1.533206 | 2.131847 | 2.776445 | 3.746947 | 4.604095 | 8.610302
5 | 0.267181 | 0.726687 | 1.475884 | 2.015048 | 2.570582 | 3.364930 | 4.032143 | 6.868827
6 | 0.264835 | 0.717568 | 1.439756 | 1.043180 | 2.446912 | 3.142668 | 3.707428 | 5.958816
7 | 0.263167 | 0.711142 | 1.414924 | 1.804570 | 2.364624 | 2.997952 | 3.400483 | 5.407883
8 | 0.261921 | 0.706387 | 1.396815 | 1.859548 | 2.306004 | 2.806450 | 3.355387 | 5.041305
9 | 0.260955 | 0.702722 | 1.383020 | 1.833113 | 2.262157 | 2.821438 | 3.249836 | 4.780913

10 | 0.260185 | 0.699812 | 1.372184 | 1.812461 | 2.228139 | 2.763760 | 3.169273 | 4.586891
11 | D.250556 | 0.697445 | 1.363430 | 1.795885 | 2.200985 | 2.718079 | 3.105807 | 1.436970
12 | 0.259033 | 0.695483 | 1.356217 | 1.782288 | 2178813 | 2.680998 | 3.054540 | 4.317791
13 | 0.258591 | 0.693829 | 1.350171 | 1.770933 | 2.160369 | 2.650309 | 3.012276 | 4.220832
14 | 0.258213 | 0.692417 | 1.345030 | 1L.761310 | 2.144787 | 2.624494 | 2.976843 | 4.140454
15 | 0.257885 | 0.691197 | 1.340606 | 1.753050 | 2.131450 | 2.602480 | 2.946713 | 4.072765
16 | 0.257599 | 0.690132 | 1.336757 | L.745884 | 2.119905 | 2.583487 | 2.920782 | 4.014996 |
17 | 0.257347 | 0.689195 | 1.333379 | 1.739607 | 2.109816 | 2.566934 | 2.898231 | 3.965126
18 | 0.257123 | 0.688364 | 1.330391 | 1.734064 | 2.100922 | 2.552380 | 2.878440 | 3.921646
19 | 0.256923 | 0.687621 | 1.327728 | 1.729133 | 2.003024 | 2.539483 | 2.860935 | 3.883406
20 | 0.256743 | 0.686954 | 1.325341 | 1724718 | 2.085963 | 2.527977 | 2.845340 | 3.849516
21 | 0.256580 | 0.686352 | 1.323188 | 1.720743 | 2.079614 | 2.517648 | 2.831360 | 3.819277
22 | 0.256432 | 0.685805 | 1.321237 | L.717144 | 2.073873 | 2.508325 | 2.818756 | 3.792131
23 | 0.256297 | 0.685306 | 1.319460 | 1.713872 | 2.068658 | 2.499867 | 2.807336 | 3.TAT627
24 | 0.256173 | 0.684850 | 1.317836 | 1.710882 | 2.063899 | 2.402159 | 2.706040 | 3.745399
25 | 0.256060 | 0.684430 | 1.316345 | 1.708141 | 2.059539 | 2.485107 | 2.787436 | 3.725144
26 | 0.255065 | 0.684043 | 1.314972 | 1.705618 | 2.055529 | 2.478630 | 2.778715 | 3.706612
27 | 0.255858 | 0.683685 | 1.313703 | 1.703288 | 2.051831 | 2.472660 | 2.770683 | 3.689592
28 | 0.255768 | 0.683353 | 1.312527 | L.701131 | 2.048407 | 2.467140 | 2.763262 | 3.673906
29 | 0.255684 | 0.683044 | 1.311434 | 1.699127 | 2.045230 | 2.462021 | 2.756386 | 3.639405
30 | 0.255605 | 0.682756 | 1.310415 | 1.697261 | 2.042272 | 2457262 | 2.749996 | 3.645959
31 | 0.255532 | 0.682486 | 1.309464 | 1.695519 | 2.039513 | 2.452824 | 2.744042 | 3.633456
32 | D.255464 | 0.682234 | L.308573 | 1.693880 | 2.036933 | 2.448678 | 2.738481 | 3.621802
33 | 0.255399 | 0.681997 | 1.307737 | 1.692360 | 2.034515 | 2.444794 | 2.733277 | 3.610913
34 | 0.255339 | 0.681774 | 1.306952 | 1.690924 | 2.032245 | 2441150 | 2.728394 | 3.600716
35 | 0.255281 | 0.681564 | 1.306212 | 1.689572 | 2.030108 | 2.437723 | 2.723806 | 3.591147
inf | 0.253347 | 0.674400 | 1.281552 | 1.644854 | 1.959964 | 2.326348 | 2.575829 | 3.200527

Si, par exemple, pour un test d’hypothéses symétriques, le seuil de signification o est
égal 4 10%, c'est-d-dire que a = 0.1, alors on a ¢,(z) = 1 — % = 0.95. On trouve
x = ¢;'(0.95) en regardant la valeur se trouvant dans la colonne correspondant a 0.95
et dans la ligne correspondant aux degrés de liberté v. Si, de plus, on choisit ¥ = 5, on

trouve ¢ = 2.015048.

densits

x = 2.015048

o _L""""--.
——_ aire win ﬂ

e ¢{201504S} 095
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1.8.3 Les quantiles des lois du chi-carré

La fonction de répartition ¢, de la loi du chi-carré x% & v degrés de liberté est une
intégrale qui n’admet pas de primitive explicite (sauf si v est pair).

T

]_ n_; t
(7)) = —— [tz 'e72dt , z€[0,+

0

Comme pour la table des lois de Student, il est coutume de préférer une table des quantiles
(¢’est-a~dire une table qui donne la valeur de z lorsqu’on connait la valeur de aire ¢, (z)).

¢v (=) 0.500 0.750 0.800 0.900 0.950 0.990 0.995 0.999

1| 0455 1.323 1.642 2.706 3.841 6.635 7879 | 10.828
2| 1.386 2.773 3.219 4.605 5.991 9.210 | 10.597 | 13.816
3| 2.366 4.108 4.642 6.251 7.815 | 11.345 | 12.838 | 16.266
4 | 3.357 5.385 5.989 7.779 9488 | 13.277 14.86 | 18.467

5| 4.351 6.626 7.289 9.236 11.07 | 15.086 16.75 | 20.515

6 5.348 7.841 | 8.558 10.645 12.592 16.812 18.548 22.158

7| 6.346 9.037 9.803 | 12017 | 14.067 | 18475 | 20278 | 24.322

8 | 7.344 | 10219 | 11.030 | 13.362 | 15.507 | 20.090 | 21.955 | 26.124

9 | 8343 | 11.380 | 12.242 | 14684 | 16.919 | 21.666 | 23.589 | 27.877
10 | 9.342 | 12549 | 13.442 | 15.987 | 18307 | 23.209 | 25.188 | 29.588
11 | 10.341 | 13.701 | 14.631 17.275 | 19.675 | 24.725 | 26.757 | 31.264
12 | 11.340 | 14.845 | 15.812 | 18.549 | 21.026 | 26.217 | 28.300 | 32.909
13 | 12.340 | 15.984 | 16.985 | 19.812 | 22.362 | 27.688 | 20.819 | 34.528
14 | 13.339 | 17.117 | 18.151 | 21.064 | 23.685 | 29.141 | 31.319 | 36.123
15 | 14.339 | 18.245 | 10.311 | 22.307 | 24.996 | 30.578 | 32.801 | 37.697
16 | 15.338 | 10.369 | 20.465 | 23.542 | 26296 | 32.000 | 34.267 | 39.252
17 | 16.338 | 20489 | 21.615 | 24.769 | 27.587 | 33.409 | 35.718 | 40.790
18 | 17.338 | 21.605 | 22.760 | 25.980 | 28.869 | 34.805 | 37.156 | 42.312
19 | 18.338 | 22718 | 23.000 | 27.204 | 30.144 | 36.191 | 38.582 | 43.820
20 | 19.337 | 23.828 | 25.038 | 28.412 | 31.410 | 37.366 | 39.997 | 45.315
21 | 20.337 | 24.935 | 26.171 | 29.615 | 32671 | 38932 | 41.401 46.797
22 | 21.337 | 26.039 | 27.301 | 30.813 | 33924 | 409289 | 42.796 | 48.268
23 | 22.337 | 27.141 | 28.429 | 32.007 | 35.172 | 41.638 | 44.181 | 49.728
24 | 23.337 | 28.241 | 29.553 | 33.196 | 36.415 | 42980 | 45559 | 51.179
25 | 24.337 | 20.339 | 30.675 | 34.382 | 37.652 | 44.314 | 46.928 | 52.620

30 | 29.336 34.800 36.250 40.256 | 43.773 50.802 53.672 59.703
35 | 34.336 | 40.223 | 41.778 | 46.059 | 49.802 | 57.342 | 60.275 | 66.619
40 | 39.335 | 45.616 | 47.269 | 51.805 | 55.758 | 63.691 66.766 73.402
45 | 44.335 | 50.985 | 52.720 | 57.505 | 61.656 | 69957 | 73.166 | 80.077
50 | 49.335 | 56.334 | 58164 | 63.167 | 67.505 | 76.154 | 79.490 | 86.661
55 | 54.335 | 61.665 | 63.577 | 68.796 | 73.311 | 82.292 | 85.749 | 93.168
60 | 59.335 | 66.981 68.072 | 74.397 | 79.082 | 88.379 | 91.952 | 99.607
65 | 64.335 | 72285 74.351 | 79.973 | 84.821 | 04.422 | 98.105 | 105.988
70 | 69.334 | T7.577 | 79.715 | 85.527 | 90.531 | 100.425 | 104.215 | 112.317
75 | 74.334 | B2.858 | 85.066 | 91.061 96.217 | 106.393 | 110.286 | 118.500
80 | 79.334 | &8.130 | 90.405 | 96.578 | 101.879 | 112.329 | 116.321 | 124.839
85 | 84.334 | 93.394 | 95.734 | 102.079 | 107.522 | 118.236 | 122.325 | 131.041
a0 803534 98.650 101.054 107.565 113.145 124.116 128.200 137.208
95 | 94.334 | 103.809 | 106.364 | 113.038 | 118.752 | 129.973 | 134.247 | 143.344

Si, par exemple, le seuil de signification o vaut 5%, c’est-a-dire que o = 0.05, alors on a
du(x) = 1-0.05 = 0.95. On trouve & = ¢, '(0.95) en regardant la valeur se trouvant dans
la colonne correspondant & 0.95 et dans la ligne correspondant aux degrés de liberté v.
Si, de plus, on choisii. ¥ = 4, on trouve 2 = 9.488,

dlepsitd

Iei, on voit le graphe de y3

0.1 T = 9.488

aire
¢ D.488) = 0.95 _
aire ¢ = 0.05

i 11 12 13 14

=
=]
-1
oo
o

1] | 2 43 4
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Chapitre 2

Estimation de parameétres

Considérons des variables aléatoires X1, ..., X,, dont les mesures lors d'une expérience
sont données par z1, ..., ,. En général, on désire que X, ..., X, suivent unc méme loi
qu’'une variable aléatoire X d’espérance p et de variance o2.

Si on reprend 'exemple de nos 60 lancers d'un dé (a la section 1.1.2), X; est la variable
aléatoire qui donne le résultat du dé au ¢-iéme jet, et 2; le résultat obtenu ! lors du é-iéme
jet en réalisant I'expérience. On avait par exemple, 1 = 2 et zg = 1. Quant & X, il
s'agit de la variable aléatoire qui représente le nombre montré par le jet de ce dé; son
espérance vaut = 3.5 et sa variance o2 vaut environ 2.92 (voir section 1.1.3).

2.1 Paramétres de position
Ces paramétres permettent de situer nos mesures 1, ..., .

1. La moyenne arithmétique
La moyenne arithmélique, notée T, est définie par

8l

e .']‘ji

P (_3:1+:32—|—$3—|—3:4+---+:1:n_1+:r:ﬂ)
n

i

ge=1

C’est le parameétre de position qui est utilisé pour estimer la note semestrielle des
¢éléves du point de vue de ’évaluation dans le bulletin scolaire.

La variable aléatoire correspondante & la moyenne arithmétique est notée ainsi

- _le,,
-*—,,,,Z-‘w

=]

X est un estimatewr de I'espérance théorique p, et T est son estimation.

Remarque

(est avee cet estimateur qu'on estime votre niveau dans chaque discipline lors de
chaque semestre.

1. Om voit mienx pourguod on parle de variable aléatoire : la variable aléatoire X; n'a rien d’aléatoire,
mais sa réalisation x; est aléaloire.



2. La médiane

Pour calculer la médiane, il faut classer les mesures de la plus petite & la plus grande.
La médiane est la valeur du milicu lorsque le nombre des mesures est impair. C’est
la moyenne arithmétique des deux valeurs autour du milieu lorsque le nombre des

mesures est pair.

Par exemple
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Mesures Médiane
12345 3
123456 3.5
111333 :

3. Le mode

Le mode est la valeur la plus fréquemment atteinte. Il est possible qu'une séric de
mesures ait plusieurs modes. Pour cette raison, le mode est un sous-ensemble des

valeurs possibles.

Par etertple Mesures Mode
1122245 12}
1113 3 {1}
I 113 33 {1,3}

2.2 Paramétres de dispersion

Ces paramétres permettent de mesurer ’écartement des mesures 24, ...

1. L’étendue

L’étendue est la longueur du domaine de variation qui est le plus petit intervalle

contenant toutes les valeurs.

Par exemple Mesures Domaine de variation | étendue
122485 [1,5] 4
11838333 1, 3] 2
11338 F% [1,7] 6
222337 [2,7] 5

2. La variance

La variance, notée s2, est la moyenne des carrés des écarts par rapport a Z.

T

(21 —F)2 + (22 —FP + -+ (2, — 5

i=1

. .
2 § .. 7)2 g
‘sn n ("Tﬂ T) (

n

Par exemple, si les mesures sont 1 =1, £o = 2, 3 = 2, z4 = 4 et 5 = 6.
moyenne arithmeétique vaut ¥ = 3 et on peut calculer la variance ainsi

2 _ (1-8P+(2-3"+(@2-3+(4~-3)"+(6-3)
2 = S ; ;
: 0 i
_ 4+]+1+I+ _¥=3_2
5 B

La variable aléatoire correspondante & la variance est notée ainsi

=l

52 est un estimateur de la variance théorique o2, et s2 est son estimation.

)

Alors la
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3. L’écart type
L’écart type est égal a la racine carrée de la variance. Il est logiquement noté s,,.

1 (z1 —Z)2+ (12 —T)2 + -+ (z, — T)?
s TR | A — 7
S0 = 4| ?§=1 (2; — ) = \/ .

Dans 'exemple précédent, on avait la variance s2 = 3.2. Ainsi écart type corres-
pondant vaut s, = /3.2 = 1.79.

De méme, la variable aléatoire correspondante & I'écart type est notée ainsi

1 T |
1-9- = — X i X 2
=y |y 2K = X)
=1
S, est. un estimateur de I'écart type théorique o, et s, est son estimation.
VI 1 )

L’estimateur sans biais de la variance et de I’écart type

L’estimateur de I'espérance p donné par

X=13x
i=1

S| =

est un bon estimateur : on dit qu'il est sans biais (voir section 1).
Par contre, I'estimateur de la variance o2 donné par
1 n
S2 =) (X, - X)
n 4
=1
a un biais, il a en effet tendance a sous-estimer 2.

On corrige ce biais en utilisant Pestimateur, noté S, _; ou plus simplement S, défini par

1 ™ — n
w2 o2 - E : X, — X 2 — 2
LS — 1«5_“_1 T n s 1 ?:=1 ( -3 ) ( n . 13'”.)

Pour les mémes raisons, l'estimateur sans biais de 'écart type o est

1 <= -
S = Sﬂ,_l = m L(X"“ == }LI)IZ
' i=1
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2.3 Les boites 4 moustaches

Inventées par John Tukey et John Wilder en 1977, les boites & moustaches, aussi appelées
diagrammes cn boite ou boites de Tukey) sont trés utiles pour donner une représentation
simple & comprendre des données mesurées (un peu comme un histogramme).

2.3.1 Les quartiles de Tukey et les quartiles de Freund et Perles
Les quartiles permettent de séparer les données cn quatre partics égales; ¢’est une géné-
ralisation de la médiane qui sépare les données en deux parties égales.

Le quartile inférieur sépare le premier quart des données; le deuxiéme quartile est la
médiane : il sépare la moitié des données; le quartile supérieur sépare le dernier quart
des données.

Voici deux maniéres de calculer les quartiles a partir d’une série de données.

1. Les quartiles utilisés pour faire les boites & moustaches.

Cette méthode a été établie par John Tukey en 1983.

On met les n données dans 'ordre et on coupe les données en deux ensembles sur
lesquels on calcule la médiane.

(a) Sin est impair, il y a une valeur centrale (la médiane), ¢t on coupe les données
en deux ensembles en mettant la médianc dans chacun des deux ensembles.
Le quartile inférieur est la médiane du premier ensemble ; le quartile supérieur
est la médiane du deuxiéme ensemble.

(b) Si n est pair, il y a deux valeurs centrales (la médiane est la moyenne arith-
meétique de ces deux valeurs), et on coupe en deux ensembles en mettant dans
chaque ensemble la valeur centrale correspondante.

Voici des exemples pour cette premiére méthode.

Mesures Les ensembles Qu}ai"i,ﬂe Q‘l_la,lrFﬂB
inférieur supérieur
1245 {1,2} {4,5} 1.5 4.5
13557 {1,398} 4557} 3 5
1346729 {1,894} {86,790} 3 7
13567915 {1,3,5,6} {6,7,9,15} 4 8

Sous «R», on trouve ces quartiles en utilisant la commande fivenum (qui donne le
minimum, le quartile inférieur, la médiane, le quartile supérieur, le maximum).

2. Les gquartiles utilisés par les logiciels «Excel», «OpenOffice» et «R».

Cette méthode a été établie par John Freund et Benjamin Perles en 1987.
3

On met les n données dans lordre. Le quartile inférieur est la donnée numéro 212
4

le quartile supérieur est la. donnée numéro % Si ces numéros ne sont pas entiers,
on utilise une interpolation linéaire pour trouver les quartiles inféricur et supéricur
(voir page suivante).

Lorsque n est impair, on retrouve les quartiles de Tukey.
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Concernant ’interpolation linéaire

Si on cherche la donnée numéro 3.25, on calcule la moyenne pondérée
(on voit analogie avec les notes : 3.25 est la moyenne des notes 3, 3, 3 et 4).

3zabmy
4

&I,

Si on cherche la donnée numéro 3.5, on calcule la moyenne pondérée 2—”’3%23‘ = fta,
Si on cherche la donnée numéro 3.75, on calcule la moyenne pondérée %ﬁ“’*.

Reprenons les mémes exemples que pour la premiére méthode.

o In+3|3n+1 ‘Qu‘al"tile Qurjlr?..i]e
4 4 inférieur supérieur
1 245 1.75 3.25 1,75 4.25
138567 2 4 3 5
1346729 2.25 4.75 3.25 6.75
1356749 15 2.5 5.5 4 8

Sous «R», on trouve ces quartiles en utilisant la commande quantile (qui donne
le minimum, le quartile inférieur, la médiane, le quartile supérieur, le maximum).

Sous «OpenOfficey, on les trouve a ’aide de la commande quartile(zone;nombre)
(qui donne le minimum pour nombre = 0, le quartile inférieur pour nombre = 1,
la médiane pour nombre = 2, le quartile supéricur pour nombre = 3, le maximum
pour nombre = 4),

2.3.2 La boite & moustaches de Tukey

C’est une boite dont les cotés correspondent aux quartiles inférieur et supérieur; on
indique la médiane par un trait a I'intérieur de celte boite. Des moustaches sortent de la
boite pour indiquer les valeurs minimale et maximale. Ces moustaches? sont au plus 50%
plus longues que la boite, sinon on prend les valeurs minimale ou maximale suivantes et

on indique les valeurs extrémes par des points : ce sont les valeurs atypiques.

Voici les boites & moustaches qui correspondent aux exemples ci-dessus (avec la premiére
méthode). Sur le dernier exemple, la longueur de la boite vaut 4 (= 8 — 4) et la derniére

valeur est atypique (car elle est & distance 7 (> 6) du quartile supérieur).

|.___

Sous «R», on peut dessiner ces boites & moustaches en utilisant la commande boxplot.

2. Seclon les contextes, les moustaches peuvent étre construite de maniére plus théoriques.
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2.4 Statistique, estimateur et estimation

Une piéce de monnaie est jetée six [ois de suite. Imaginons que I'on obtienne la suite
(P; P; I'; P; F; P) ou P signifie que la piéce est tombée sur le coté pile et F' sur le coté
face.

Du point de vue des probabilités, & chaque fois qu’on lance une piéce de monnaie, on a
une probabilité p € [0, 1] d’obtenir le coté pile et ¢ = 1 —p d’obtenir le coté face. Sip =1,
cela signifie que la piéce est truquée et qu’elle a deux cotés pile. Sip = %, cela signifie que
la piéce n’est pas bien équilibrée et qu’clle tombe deux fois plus souvent sur pile que face.
Sip = % cela signifie que la piéce est bien équilibrée. Il n’existe probablement aucune
piéce de monnaie sur terre qui soit parfaitement bien équilibrée, néanmoins on se permet
la plupart du temps de supposer que p = % !

A une telle expérience, on fait correspondre une famille de variables aléatoires X; qui
indiquent 1 si le i-iéme jet tombe sur pile et 0 8'il tombe sur face. Ainsi, la suite obtenue
se traduit par (z, T2, z3, T4, 5, 26) = (1,1,0,1,0, 1) ou les z; sont les données observées.
Comme la piéce de monnaice reste 4 la méme a chaque nouveau lancé, on peut raisonna-
blement supposer que chacune de ces variables aléatoires suit la méme loi (¢’est une loi
de Bernoulli comme vue en section 1.1.6) donnée par

P(X;=1)=p e PX;=0=1-—p
Dans ce cas, il était facile de trouver la distribution (comme la plupart du temps). 11 est
déja plus difficile d’estimer son parameétre, ici p!
Définition

Toute fonction T des variables aléatoires X, X, ..., X, est appelée statistique. Lors-
qu'une telle fonction est utilisée pour estimer des parameétres d’une méme distribution

des variables aléatoires X, ..., X,, on dit que T(Xy, ..., X,,) est un estimateur.
Notations
1. Si T = T(Xy,...,X,) est l'estimateur du paramétre inconnu, t = T'(21,...,%xs)
est la réalisation de cet estimateur, aussi appelée estimation, a 1'aide des données
observées.

2. Lorsqu’on estime un parameétre ¢, on a 'habitude d’écrire son estimateur avec un
chapeanu : 0.
Remarque

Une statistique 7" est une variable aléatoire!

Exemple

Dans notre exemple, il est naturel d’estimer p a l'aide de I'estimateur suivant :

nombre de pile Yo X ¥

P PLC, . K] =
(& » Xe) nombre total de jets 6

s
La réalisation de cet estimateur est dans notre cas Uestimation p= ;*Eli =s=2.



