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2.5 La méthode du maximum de vraisemblance

Une des techniques parmi les plus populaires pour trouver des estimateurs est celle dite
du mazrimum de vraisemblance. Si Xy, ..., X, est une famille de variables aléatoires
indépendantes issues de la méme densité f(x;6) (ot 0 est le paramétre de la densité f).
La fonction de vraisemblance® est définie par :

L(B; w1, .o o yi0) = ]___[f(mn 9)
i=1

Justification de cette formule dans le cas discret

Il faut penser a L(0;z1,...,%,) comme étant la probabilité que 'échantillon z,, ..., z,
se produise. Dans le cas discret on a

L(0;Z1,-. -y 2a) =P(X1 =z1 6t Xo =25 €t ... et X, =2,)
Comme les X; sont indépendants, on a L(0;z4,...,2,) = H]P(X%- =)= H flzs;0).
i=1 =1

L’estimatcur du maximum de vraisemblance

L’estimateur du maximum de vraisemblance® de #, noté é“MLE} est Pestimateur pour lequel
la fonction de vraisemblance est la plus grande. Autrement dit, il s’agit de la valeur du
paramétre pour laquelle 'échantillon observé est le plus vraisemblable.

Pour chercher cet estimateur, on doit trouver le maximum de la fonction L(8; 1, ..., %,).
C’est une optimisation classique : un symptéme d'un maximum est un zéro de la dérivée.
En pratique, il peut étre plus facile de trouver le maximum du logarithme de la fonction

de vraiseblance (en effet, la fonction In est croissante et transforme les produits en
somme; ainsi In(L(6; 21, ..., 2,)) = i In(f (24 0))).

Exemple : les MLEs de la loi normale

On considére la loi normale de parameétres et o dont la densité est donnée en page 16.
En exercice, on trouvera® les estimateurs du maximum de vraisemblance suivants.
n T -~ 2
_ 2 X ~ \/ > i1 (Xi — fimig)

UMLE = et oMLE =
n n

Théoréme Si f est une fonction d’un estimateur 6, alors f’(rth‘f) mee = J (§MLE).

Idée de la preuve

Le MLE EMLE est la valeur pour laquelle la fonetion de vraisemblance est maximale. On
nomme ¢ = f(#) un nouveau paramétre. On doit exprimer la fonction de vraisemblance
en fonction de ce nouveau paramétre; on a # = [~'(¢) (on erée une fonction réciproque
de f en choisissant un domaine de délinition). Ainsi L(#) = L(f '(v)). Cette fonction
admet un maximum lorsque f~(Dyrg) = é?MLE, c’est-a-dire g = f (§MLE).

3. En anglais, vraisemblance se dit likelihood. Ainsi la fonction de vraisemblance est notéc L.

4. En anglais, estimateur du maximum de vraisemblance se dit maximum likelihood estimator (MLE).

5. Lorsqu'on cherche & optimiser une fonction a plusicurs variables, on cherche les valeurs des variables
qui annulent le gradient (¢’est le vecteur dont la i-éme composante est la dérivée de la fonction par rapport
4 la i-itme variable uniquement.).
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2.6 Qualités d’un estimateur

Le biais d’un estimateur

Soit # un estimateur d'un parameétre . Le biais de 0 est défini par :

linéarité de
I'espérance

be(8) = £(0 - 0) L @) -0

Un cstimateur 8 cst dit sans biais lorsque by (@) = (. Autrement dit, lorsqu’en moyenne
I’estimateur est égal au paramétre que 'on cherche & estimer.

Exemple : les estimateurs les plus célébres

On suppose qu’on a n variables aléatoires X; indépendantes et suivant toutes une méme
loi d’espérance p et de variance o2. Alors I'espérance p peut étre estimée sans biais par
Pestimateur X et la variance ¢? peut étre estimée sans biais par 'estimateur S?. Ces
estimateurs sont définis comme suit :

T T == 2

836, g 1

X ==t o g2
7 n—1

Dans le cas d'une loi normale N (i, 0%), on remarque que X n’est rien d’autre que Pesti-

o P

‘ St i 3 _
mateur de vraisemblance de p, tandis que S* = 2505 -
1. I’estimateur de la moyenne est sans biais

En effet. on a : lingarité de
? . I'espérance

E(Y) :E(Z@ﬂX’i) ~L 2; 1E(£) EiZIMZ@:N
n iy} n n

Done Pestimateur X de Iespérance p cst sans biais, car b, (X) =F (X ) —pn=0.
2. L’estimateur de la variance est sans biais

En effet, on a :

E(S5?)

o

(Eh Y)‘?) . 8 ; B (06—

1 i ; o i
- E(x2_9ox. )
n_lz ( 2 XX+ K

i=1

n_] (Ztu ) — 2nE (Z X T) +HL-:(?:E2;)

Z B(X2) — 2nE(X - X) + nE(YQ))
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Or, d’aprés la seconde formule de la variance, on a V(X) = E(X?) — E(X)?. Ainsi,
on a la formule suivante pour n’importe quelle variable aléatoire X :

EX)=V(X)+E(X)® %

Cela permet de reprendre le calcul précédent :

E(S?) = 1 (iE(Xf)—nE(Yz))

n—1
i=1

x 1 (Z (V(X,;) + E(Xg-)z) ~ n(V(ZY“) + E(‘X“)?))

n—1
i=1

Puisque 'espérance de chaque X; est égale a u, que la variance de chaque X; est
égale & 02 et que I'estimateur X est sans biais, on a :

E(S*) = - i 1 (Z“: (02 + ,152) — n(V(Y) + ;;,2))

=1

. 7 (n, (02 + #2) = (V(f) + ,u2)) - (no® —nV (X))

' n— 1

Or, grace au théoréme de la page 24 qui dit que V(X)) = %Z (parce que les variables
aléatoires sont indépendantes), on peut finalement montrer que S? cst sans biais,
car :

1
n—1

- 1 ; a? 1 ; g
E(S*) = (no® — nV(X)) = p— (noz—n—) = (n—1)o? = o

T n—1

L’erreur quadratique moyenne de 'erreur d’un estimatcur

Soit @ un estimateur d’un parameétre 8. L’erreur quadratique moyenne de @ est définie®
par :

e i oy K ~ X2
MSE, (0) = 2((0—0)*) 2V (@) + (vs(8))
On V(a) est la variance de 0 (rappelons qu'un estimateur est une variable aléatoire).

Théoréme (sans preuve)

On suppose qu’on a n variables aléatoires X; indépendantes et qui suivent toutes une loi
normale A (g, o2) d’espérance g et de variance o, On a :

; s 251
et MSE,:(9?) = V(5?) = —

T _,1

a
n

MSE,(X ) =V(X) =

6. En anglais, on parle de mean squared error, abrégée MSE.
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Chapitre 3

Tests d’hypothéses

«Un statisticien est une personne dont 'ambition principale est d’avoir
tort dans 5% des cas.» Anonyme

Les tests d’hypothéses sont utiles pour vérifier si une aflirmation sur un modéle théorique
correspondant & une expérience aléatoire est cohérente avec les mesures effectuées.

Dans une étude statistique, on peut se demander si les mesures observées peuvent cor-
respondre & une certaine réalité. Par exemple, est-ce que la série de jets d'une piéce de
monnaie (P; P; F; P; F'; P) peut correspondre & une piéce bien équilibrée ?

Le but d’un test d’hypothéses est de confronter deux hypothéses entre elles : I'hypothése
nulle Hy et 'hypohése alternative Hiy. Les hypothéses sont des énoncés qui concernent
un parameétre d'une population. La confronfation s’effectue a 1'aide d’un estimateur du
paramétre en question, appelé statistique de test.

Dans Pexemple des jets de piéce de monnaie (voir page 38), le paramétre cn question
est la probabilité p que la piéce tombe sur pile. Son estimateur est donné par P =X.
L’hypothése nulle sera “la piéce est bien équilibrée (p = %)” et U'hypotheése alternative
sera “la piéce n’est pas bien équilibrée (p # ).

On va traiter plusieurs cas :
1. Tests d’hypothéses sur une moyenne ou une proportion.

(a) Variance connue ou variance inconnue.
Selon le fait que la variance est connue ou inconnue, on utilisera une loi diffé-
rente pour eflectuer les calculs.
(b) Tests symétriques ou asymétriques.
Dans le cours, on présente les tests symétriques, les tests asymétriques seront
VIS CN CXeTeiees.
Les tests d’hypothéses sur une proportion sont des tests ou la variance est connue,
parce que des lois de Bernoulli et binomiale apparaissent.

2. Test d'hypothéses de comparaison de moyenne : données appariées ou non.
3. Les tests du chi-carré
a) pour Padéquation a une loi; b) pour la comparaison d’échantillon ;
¢) pour 'indépendance.
Il existe d’autres tests d’hypothéses. Par exemple, les tests permettant d’inférer la va-

riance o? d’une population. Ces tests utilisent d’autres lois de probabilité, comme, par
exemple, la distribution de Fisher & deux parameétres.
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3.1 Tests d’hypothéses symétriques sur une moyenne

3.1.1 Tests d’hypothéses symétriques sur une moyenne, variance
connue

Considérons des variables aléatoires X, ..., X,, indépendantes qui suivent une méme
loi d’espérance p (c’est la moyenne théorique qu'on cherche & tester) et de variance o
(supposée connue).

Dans ce modele de tests d’hypothéses, on teste 'hypothése «la moyenne théorique vaut
to» & partir des n mesures effectuées.

On se trouve face a deux alternatives, appelées hypotheéses, qui sont
hypothése nulle hypothése alternative
Hy: p=po et Hy:p# o

Comme dans un raisonnement par I'absurde, on suppose qu’on se trouve sous I'hypo-
thése I, et on regarde si les données mesurées permettent d’en tirer une contradiction.

Sous 'hypothése Hy, les variables aléatoires X; sont d’espérance py.

Par le théuréme de la limite cenirale, X = M suit approximativement une loi
Pp

normale N (p, % *). En traitillés, on voit les borneq de l'intervalle [pp — Tkt %] ; on
remarque ainsi que lorsque n grandit la courbe se resserre.

densité

1e(1%)  74(5%) o ra(5%) ra(1%)

R

On estime X par la moyenne des mesures effectuées 7 = £--"12= (attention a bien faire la
différence entre les majuscules et les minuscules). L'estimation T donnée par les mesures
va done se trouver quelque part sous la loi.

Il v a une probabilité de 60% que T tombe dans la zone [, il y a une probabilité de 20%
que T tombe dans la zone M, il y a une probabilité de 10% que Z tombe dans la zone B,
il y a une probabilité de 5% que Z tombe dans la zone M, il y a une probabilité de 4{%
que ¥ tombe dans la zonc M, il y a unc probabilité de 1% que F tombe dans la zonc B

Plus on se trouve dans une zone éloignée de py done dans 'ordre : [, M, &, 1B, B W plus
les mesures sont en contradiction avec 'hypothése Hy. On décide ainsi du eritére suivant.

On rejette Uhypothése Hy au seuil de signification 5% si ¥ se trouve dans la zone loulL
On rejette Uhypothése Hy au seusl de signification 1% si T se trouve dans la zonc L

Le seuil de signification du test est la probabilité o que I'on a de rejeter 'hypothése Hy
sachant que Hy est vraie.

P( rejeter Hy | Hy est vraie ) = o
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La distribution ci-dessous est la distribution sous ’hypothése Hy, donc a se voit sur le
dessin : c’est aire sous la distribution dans la zone de rejet de Hy (en grise).

2 B - - 5 2
On montre dans le cours OS que si on a une variable N qui suit une loi normale N (po, %),

alors la variable Y54 suit la loi normale A/(0,1). On dit que N a 616 centrée-réduite.

v

Si la densité de X est

densité

rg(c) !n’ju ra(a)

—FHo
a

N

Alors la densité de

est (I'échelle a changg)

densité

role) — o _ _Q;_|(1 _a Po— o _ o rale) — :ug — p1(1 — o

o

% Vi v

ou ¢(z) = P(Z < x) est la fonction de répartition de la variable aléatoire Z qui suit la
loi normale AV (0, 1). Les valeurs de ¢ et ¢! se trouvent dans la table de la page 30.

On rejette Hy au seuil de signification « si

X

pour la variable aléatoire X pour la variable aléatoire : i
i
T < rylc) T — o 5
ou?;r () = | > (1-2)
# d \/ﬁ
> i . e =ie T — gy ¢ oo tahle :
En particulier, si a = 5%, le critére est = > ([].‘J.«-‘J} = 1.96.
v
!. P L table

> ¢71(0.995) = 2.58.

De méme, si a = 1%, le critére est
NG
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Exemple

Le test “Gauche-Droite” de Jean Piaget a pour but de vérifier I'acquisition par I’enfant
des notions gauche-droite & différents points de vue et d’évalucr ainsi son niveau de
socialisation ct subjectivisation. Les enfants de 7 ans obtiennent en moyenne 12 comme
résultat avec un écart type de 3.4. On applique ces tests & 25 enfants gauchers de 7 ans
choisis au hasard et on obfient un résultat moyen de 13.4.

A partir de ces tests, peut-on affirmer qu’il y a une différence significative entre les
gauchers et les droiticrs 7

Réponse

Ici, on met en doute le fait que la moyenne théorique des gauchers est égale & celle des
droitiers. On suppose par ailleurs que ’écart type théorique est le méme pour les deux
populations!. L’approximation par le théoréme de la limite centrale est de bonne qualité
car n = 25. On peut donc effectuer le test avec les alternatives suivantes.

hypothése nulle hypotheése alternative
Hy: =12 et Hy:p#£12

Prétendre que p = 12 revient & prétendre que les gauchers suivent le méme modéle que
celui de 'ensemble de la population (donc a fortiori celui des droitiers).

Les données livrent une moyenne T = 13.4. On a ainsi

bz . .
|T — Wo 13.4—12)
= | = e = 2.059

Jn 75

On voit qu’on rejette Iy au scuil 5%, mais qu’on ne peut pas rejeter Hy au seuil 1% (en
fait Z st tombé dans la zone B, mais pas dans la zone ).

Remarques

1. En supposant, que Hy soit vraie, el, qu'un grand nombre d’examinateurs aient fail
passer ces tests & d’autres groupes de 25 gauchers, alors 1% des examinateurs au-
raient eu une moyenne inférieur & 10.25 ou supérieur & 13.75 et 5% des examinateurs
auralent eu une moyenne inférieur a 10.7 ou supérieur a 13.3.

2. On ne fixe pas le seuil de signification aprés avoir fait le test, mais avant. Ceci afin
d’éviter de régler le seuil pour que le test donne le résultat escompté aprés avoir
effectud les mesures.

3. 11 est habituel de prendre 1% pour confirmer Hy et 5% pour infirmer Hy, mais ces
seuils sont arbitraires. En cas de doute sur la conclusion du test, il est important
d’aller regarder de plus prés comment les mesures ont été effectuées. On peut aussi
refaire 'expérience sur un autre échantillon. Si lors des mesures, une erreur a été
cffectuée, le test ne sert plus & rien.

4. Pour qu'un test d’hypothéses soit utile, il faut que les mesures aient été effectuées
sur un échantillon représentatif de la population.

1. 5 le lecteur n'est pas d'accord avee cette hypothése, il peut utiliser le test de Student mis au point
par William Gosset (voir section suivamte).
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Les différents types d’erreurs

Il y a deux probabilités a et § qui décrivent deux types de risque qu’on rencontre en
effectuant un test d’hypothéses. On a déja parlé de a qui est aussi appelé le seuil de
signification d’un lest d’hypothése, mais il y a aussi 8 qui est défini ci-dessous.

a = P(rejeter Hy | Hy est vraie )

B = P( ne pas rejeter Hy | Hy est fausse )
Comme il est difficile de calculer §, dans la pratique on calcule plutét des f,, comme
définis ci-dessous.

Hy est vraie Hy est fausse
1= fo 1= = fix
. Mauvaise décision Bonne décision Bonne décision
On rejette Hy _ . e o e
Probabilité o Probabilité 1 — 3, Probabilité 1 — g,
On ne rejette | Bonne décision Mauvaise décision Mauvaise décision
pas Hy Probabilité 1 — a Probabilité 3, | Probabilité g,

Le seuil a est une probabilité appelée risque de premiére espece et les nombres j3,,, tout
comme [, sont appelées risques de deuziéme espéce.

Calcul d’un risque de deuxiéme espéce (suite de ’exemple précédent)

densité

inie= 12 po =13

Pour un seuil a = 5%, le risque de deuxi¢me espéce avec H; : i = 13 donne 813 = 69%
(c’est la proportion de la zone en gris clair déterminée par les zones M ct l). Pour un
seuil a = 1%, le risque de deuxiéme espéce avee Hy : = 13 donne B3 =2 87% (c’est la
proportion de la zone en gris clair et foncé déterminée par la zone ).

Antrement dit, an senil v = 5%. Si Hy est vrai. la bonne décision est de ne pas rejetor
0 P i
'hypothése ; sa probabilité est de 95%. La mauvaise décision a une probabilité de 5%.

Par contre (au méme seuil @), si au lieu de Hy, c’est H; : p = 13 qui est vrai, alors
la bonne décision est de rejeter Hy, la probabilité est maintenant de 31%. La mauvaise
décision a une probabilité de 69%.

On le voit sur cet exemple, si le risque de premier espéce diminue, alors le risque de
deuxiéme espéce augmente.

Pour diminuer le risque de deuxiéme espéce, il faudrait augmenter le seuil o et par
conséquent le risque de premicre espéce.

C'est un compromis qu'il faut savoir accepter.
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3.1.2 Test d’hypothéses symétriques sur une moyenne, variance
inconnue

On suppose que les variables aléatoires Xy, ..., X, qui correspondent aux n valeurs
observées sont indépendantes et suivent une loi normale A/(p, 0%) on les paramétres p et
o sont inconnus.

Sous ces hypothéses, estimateur X suit une loi normale de paramatres N (p, fg)
On teste I’hypothése nulle Hy : pu = g contre 'hypothése alternative Hy : p # po.

Comme avant, on se place sous ]hypothebe nulle et on contemple. Malheurcusement, on
ne peut pas utlhser la loi N (po, & n ) pour calculer les probabilités puisque o est inconnu.
Heureusement, William Gosset, brasseur et mathématicien britannique trouva une loi qui
permit de travailler sous 'hypothése Hy. Il publia son résultat sous le pseudonyme de
Student.

Théoréme (sans preuve)

Si Xi, ..., X, sont des variables aléatoires indépendantes qui suivent unc loi normale

N(u, 02), cL]OI‘b la variable aléatoire? ;,ji suit une distribution de Student avec n — 1
degrés de liberté.

Théoréme

On rejette ’hypothése Hy au seuil de signification a si®

E_L_

>r5 (1—,9)

T [o—di(1-8) 5, mo+ o7 (1-9) 5] ou 2

ol ¢,1(x) est la fonction de répartition de la loi de Student a n — 1 degrés de liberté.

Preuve

On se fixe le scuil de signification a. Sous I'hypothése Hy, on sait que X suit une distri-
. 2 . .
bution normale N (g; Z-) de la forme suivante :

densité
1 I
| A |
zone de r(,‘]tﬂ;_,laone de nhon-r t-‘|et‘_|j()ll€ de rejel,
de Hp, “1 de [Hy i de Hg
| I
i I
1 ]
i ko I
| P e By I
| s ~ 1
i e |
ire 2 L ¥
aire g L \. aire §

—-d; L—-—)- £

Tyl fho 1T
1 ]

2, Ce n'est pas la variable centrée réduite de X, car on a remplacé ¢ par son estimateur sans biais S,

3. Dans 'gnoncé de ce théoréme, s est estimation de Uestimateur S, tout comme ¥ est estimation

3. Dans | i théore t estimat le estimat, S, tout » t l'estimat
de Uestimateur X. #
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Malheureusement, comme o est inconnu, on ne peut pas utiliser cette loi pour calculer
la valeur exacte de r4 sous 'hypothése Hy. Mais grace & Gosset, on sait que la variable
aléatoire %\/‘% suit une distribution de Student avec n — 1 degrés de liberté.

on se place sous
I’hypothése Hy

¥ = s i P —
{— =P (X;.U g T_'di}&) i P(ngo S m;n) — Qﬁn—l(rdigo)
2 vn vn n n

Voici la représentation de cette loi de Student :

N Ve

densité
A

zone de rejet

zone de hon-rejet |
B de Hn

de Hg

zone de rejet
de H, 0

Y

o
-

Done, on a :

i = 5L (1= 5)| = ramto =i (1-8) = [a=mo+ Gn(—3) -

Donc, on rejette ’hypothése Hy au seuil de signification « si 'estimation 7 est plus grande
que 74 ou plus petite que r, = pg — gf);fl (1 — %) : ﬁ
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3.1.3 Résumé et autres statistiques de tests sur les moyennes

Dans les tableaux ci-dessous, on note z, = ¢~ '(«) ot ¢ est la fonction de répartition de
la loi normale centrée réduite et 4, = ¢, (@) ol ¢, est la fonction de répartition de la
loi de Student a v degrés de liberté.

Tests d’inférence d’une espérance (rappel)

On considére n variables aléatoires indépendantes X, Xo, ..., X, qui suivent toute la
méme loi normale N (p, 02).

Hy Statistique de test H, Région de rejet
Z:Y—,u.n 1w po Z<zz0uZ 22 2
p= o - K< Ho Z < Za
g connu B> po Z 2 2a
T X = Ho ol :/'é Ho T < Tt'fr.t—l,% ouT = tn—l,l—-%
H= Hy %2 H<Ho T< tn—1,0
o inconnu K> Ho T2t11-0

Tests de comparaison de deux espérances

On considére m variables aléatoires indépendantes X, X, ..., X, qui suivent toute la
méme loi normale N (ux,0%) et n variables aléatoires indépendantes Yy, Y3, ..., ¥, qui

suivent toute la méme loi normale N (uy,0%). On suppose en outre que ces familles de
variables sont indépendantes.

H, Statistique de test H, Région de rejet
z:@;m nx — jty # do A<z o0z 2 n-g
px — py = dq s R px — py < do Z < 2
T i1
ox et oy connus px — py > do 222
T = (ﬁ_—_}_f—)—_—?(} Hx — Hy ?’é dU T é t’m-i—n—z‘%
S2 4 S8 ouT =1t 01 @
Hx — Hy = f.fr] m + n : it r—h1-—F
Ty = Ty inconnus px — py < dy T'< tmn-2.0
- ~1)SL +(n—1)52
_‘}']E — Im E]::in'_:‘ I:.I?J.. By — Hy - {Iﬂ T _-:-:!'- 'tm-l-'rl—?,1—|:l
- " — ]
X-Y)-d
| ) —do
sz 8§
K 2 bx —py #Fdo | T<tpaouT >t o
px — py = dy ox # oy inconnus Iy — py < dg T<ta
o (%Jrif—)z px — py > dy TZ%a-0
X s o
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Tests de comparaison de deux espérances d’échantillons appariés

On considére n variables aléatoires indépendantes X, X5, ..., X, qui suivent toute la
méme loi normale N'(ux,0%) et n variables aléatoires indépendantes Y3, ¥a, ..., ¥}, qui
suivent toute la méme loi normale A (uy, 0% ). On suppose de plus que pour chaque 4, il
y a une dépendance entre X; et Y; : on dit que X; et Y; sont appariés.

On sait (c’est un théoréme) que les variables aléatoires D; = Y; — X; suivent aussi une
loi normale N (pp,0%) ot up = py — px. On est ainsi ramené au test d’inférence de
I'espérance de D; qui se trouve sur la page précédente (celui ot la variance n’est pas
supposée connue).

‘ Hy Statistique de test §i g Région de rejet

ZZD_d‘U py — px 7 do Zgz%le}z]_g
Yy — bx = dy % py — pix < dy 4L 2

=pD op connu py — px > do Z 2%

e D—do py —px #Fdo | T<thqgouT 2tp 139
fty — px = do v/ 5p Hy — px < dy T'<Stha
H,—J (3

kD op inconnu My — px > dy TZth11-a
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3.2 Test du chi-carré : adéquation a une loi

Considérons des variables aléatoires X, ..., X, indépendantes qui suivent une méme loi
qu’une variable aléatoire X. On cherche a tester la densité de probabilité (ou distribution)
de X.

On découpe les valeurs possibles pour X en & classes Ay, ..., Ax. On note N; les variables
aléatoires qui comptent le nombre de mesures qui tombent dans la classe A;.

tableau des probabilités théorigues
IP(XeA)| - |[PXed)| 1

Dans ce modele de test d’hypothéses, on teste I'hypothése «la variable X a une certaine
densité de probabilités a partir des n mesures cffectuées. A I'aide du découpage en classes,
cette hypothése est reformulée par «les probabilités théoriques P(X € A;) valent p;».

On se trouve face a4 deux alternatives qui sont

hypothése nulle hypothése alternative
Hy:P(X € A;)) =p; pour tout ¢ et I : il existe i tel que P(X € A;) # p;

Comme dans un raisonnement par 'absurde, on suppose qu'on se trouve sous I'hypo-
thése Hj et on regarde si les données mesurées permettent d’en tirer une contradiction.

Sous 'hypothése Hy, on peut établir le tableau des effectifs théoriques.

effectifs mesurés effectifs théoriques
Ay | --- | Ay | total Ay | --- | Ay | total
ny |- | Ng n npy |- [P | 1

Les mathématiciens ont montré que si les effectifs théoriques np; sont de taille au moins 3,
alors la variable aléatoire D? suivante suit approximativement une loi du chi-carré & k—1
degrés de liberté.

Ni = npi)®
D?. = ( T T

On a k — 1 degrés de liberté, car les variables aléatoires Ny & Ny sont liées entre-elles par
la condition : ), N; = n.

densité

Ici, on voit le graphe de x?

- " 7(5%) | r(l%)

; " 2 g P c k i) 2 o % .
On estime D? a I'aide des mesures effectuées d* = Y7 | @h;fm) (attention & bien faire la
différence entre les majuscules el les minuscules). Lestimation d? donnée par les mesures

va done se trouver quelque part sous la loi.
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11 y a une probabilité de 60% que d? tombe dans la zone B, il y a une probabilité de 20%
que d? tombe dans la zone B, il y a une probabilité de 10% que d* tombe dans la zone [H,
il y a une probabilité de 5% que d? tombe dans la zonc M, il y a une probabilité de 4%
que d? tombe dans la zone B, il y a une probabilité de 1% que d? tombe dans la zone L

Plus on se trouve dans une zone éloignée de 0 donc dans 'ordre : [, B, &, B, B W; plus
les mesures sont en contradiction avec 'hypothése Hy. On décide ainsi du critére suivant.

On rejette Uhypothése Hy au seuil de signification 5% si d* se trouve dans la zone ll ou Il

On rejette Uhypothése Hy au seuil de signification 1% si d® se trouve dans la zonc I

On rejette Hy au seuil de signification o si
2> 67%,(1-a)

olt ¢p_1(x) = P(D? < z) est la fonction de répartition de la variable aléatoire D? qui suit
la loi du chi-carré x7_, avec k — 1 degrés de liberté. Les valeurs de cette fonction ¢y
sont données par la table de la page 32.

En particulier, si o = 5%, le critére est d* > ¢; %, (0.95) e 11.07si k = 6.

De méme, si o = 1%, le critére est d? > gﬁ}:i({}.%) table 15.09 si k = 6.

Remarque sur les degrés de liberté

Si lors du calcul des probabilités p;, on doit utiliser k& estimateurs, il faut encore enlever
k degrés de liberté.

Ce peut étre le cas lorsque, par exemple, on calcule les p; avec une loi normale o il faut
d’abord estimer 'espérance et la variance.
Remarque sur le risque de deuxiéme espéce

Dans le cas d'un test du x?2, le risque de deuxiéme espéce ne se calcule pas aussi facilement
que dans le cas d'un test sur un moyenne. Cela dépasse le cadre de ce cours.
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Exemples

Reprenons 'exemple du début du cours ot on a lancé un dé 60 fois. Les classes choisies
sont A; = {1} de sorte que A; corresponde a I'apparition de la face i.

1. Testons 'alternative suivante.

Hy : ledé est bien équilibré, ¢’est-a-dire p; =

6.
H, : le dé n’est pas bien équilibré.
On peut donc construire les tableaux suivants.
effectifs mesurés effectifs théoriques
face| 1 | 2|3 |4]| 5|6 |total face| 1 23|45 |6 |total
n; |13 (13118 | 8|7 | 60 np; | 10101010 |10 10| 60

Pour que I'approximation soit bonne, il faut que np; = 5 pour chaque 4. C'est le
cas ici. On a

S (mi—mp)® _ (13-107 (13-107 (7-10)°

& ='3 _ _ 36
= np; 10 10 10
pour la face 1 pour la face 2 pour la face 6

Comme d? < ¢5(0.95) = 11.07, on ne peut pas rejeter hypothése Hy au seuil 5%.
Il n’y a pas assez de preuves pour dire que le dé n’est pas bien équilibré.

2. Imaginons qu’'on pense qu’il y a unc bille de plomb vers le sommet adjacent aux
faces 4, 5 et 6 qui fait que le dé montre pour le 75% des lancés les faces 1, 2 ou 3.
On en déduil que p; = ps = p3 = % et que p1 = ps = pg = 75 (le total des p; vaut
bien 1, et p; + p2 + p3 = 3(ps + ps + ps) tout comme 75% vaut 3 - 25%).

Testons I'alternative suivante.
Hy : le dé est truqué comme ci-dessus.
I, : ledé n'est pas truqué comme ci-dessus.

On peut donc construire les tableaux suivants.

effectifs mesurés effectifs théoriques
face| 1 | 2|3 |4|5]|6 |total face| 1 | 2 | 3 |4 ]| 5|6 |total
n; | 1311311 | 8 | &8 | 7] 60 np; | 1515155 | 5| 5| 60

Pour que I'approximation soit bonne, il faut que np; = 5 pour chaque i. C'est le

cas ici. On a

6. (n; — np;)? 13 — 15)? 13 —15)% 7—5)%
(u—np)? _ (B-157  (3-157 (15

(1‘2 = = 6
= = =
| npy = 1;: S b ];.} - ]
pour la face 1 pour la face 2 ponar la face 6

Comme d* < ¢; '(0.95) = 11.07, on ne peut pas rejeter Uhypothése Hy au seuil 5%.
Il 0’y a pas assez de preuves pour dire que le dé n’est pas truqué de cette fagon.

Les résultats des 60 jets ne sont pas assez différents de ce qu’on aurait pu obtenir avec un
dé bien équilibré ou un dé truqué de la facon ci-dessus. La valeur mesurée d? indiquerait
que la situation la plus probable est que le dé est bien équilibré (la p-valeur est meilleure
sur le premier exemple (= 60.8%) que sur le deuxiéme (= 30.6%)).

Néanmoins, le mieux serait de lancer ce dé encore 60 fois et de refaire ces tests sur les
120 lancers obtenus.
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3.3 Test du chi-carré : comparaison d’échantillons

Pour chaque échantillon 4, 1 < i < k, considérons des variables aléatoires X[, ..., XS{),)

indépendantes qui suivent une méme loi qu’une variable aléatoire X, On Lherche a
tester si les lois X® suivent toutes une méme loi qu’une variable aléatoire X.

On découpe les valeurs possibles pour les ¢chantillons en [ classes Ay, ..., 4; (les mémes
pour chaque échantillon). On note N f) les variables aléatoires qui comptent le nombre
de mesures de I'échantillon ¢ qui tombent dans la classe 4;. On note aussi N; = ), Nj@.

tableau des probabilités théoriques

Ay _ A totaux
échantillon 1| P(XWeA4) |---| PXWDeA) 1
échantillon k | P(X® e 4;) |---| PXW e A4) 1
moyenne | £, PXDeA)| - |13, PXD e A) 1

Dans ce modéle de tests d’hypothéses, on teste I'hypothése «les échantillons suivent tous
la méme loi» & partir des mesures effectuées sur chaque échantillon. Cette hypothése est
reformulée par «les X® suivent une méme loi X pour tout i».

On se trouve face & deux alternatives qui sont
Hy:P(X® € A;) = P(X € A;) pour tout i
Hi @ il existe 4 tel que P(X®W € A;) #P(X € A))
Comme dans un raisonnement par I'absurde, on suppose qu'on se trouve sous 'hypo-
these H; et on regarde si les données mesurées permettent d’en tirer une contradiction.
Sous 'hypothése Hy, les moyennes ci-dessus deviennent
IV P(XP e ) =1 YL P(X € 4;) =P(X € 4))

et on peut établir le tableau des effectifs théoriques en notant pour simplifier n pour le
nombre total de mesures n = Y, nl et p; = P(X € 4;).

effectifs mesurés effectifs théoriques
A | --- | A | totaux Ay e A; | totaux
éch. 1 [ | oo || a® éch. 1 | nWp; | - | nWp | b
nd n®p,
éch. k ”[1“ cve M ;“ nl*) éch. k (n®p | -o- [ n®p | n®
totaux | mny asil) T totaux | npy e gy mn

Les mathématiciens ont montré que si les effectifs théoriques n'Y'p; sont de taille au
moins 5, alors la variable aléatoire D? suivante suit approximativerment une loi du x* &
kl—k degrés de liberté (on enléve a kl un degré par échantillon, car les variables aléatoires
Nlm a Nl(i) sont liées entre-elles par la condition : 3 N,{i) =n\).

SHR

=1 #=1

N“) n(z)p )2
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N = e T .
Lorsque que les paramétres p; sont inconnus : on les estime* par p; = 2. Ces estimateurs
sont naturels, ils font en sorte que les totaux des deux tableaux soient identiques.

Dans ce cas, il faut recalculer les degrés de liberté, il faut encore enlever (I — 1) degrés
de liberté (les estimateurs p; a p; sont liés entre-cux par la condition ) ;P = 1). Ainsi
le nombre de degré de liberté vaut kl —k—(I1—1)=kl—-k—1+1=k(l—-1)—(1—-1) =
(—1)(—1).

L n g2

. 2 N 3= . " B k " . \
On estime D? a I'aide des mesures effectuées d* = > > R e (attention a

bien faire la différence entre les majuscules et les minuscules). L’estimation d® donnée
par les mesures va donc se trouver quelque part sous la loi.

L’allure de la loi de probabilité et le critére de rejet sont les mémes que pour le test
d’adéquation (attention aux degrés de liberté qui changent).

Exemple

Cet exemple est basé sur les relevés concernant les déchets urbains du Jura en 2010, 2000
et 1994. Les déchets sont subdivisés en cing catégories : les déchets urbains combustibles ;
les déchets compostables; le papier et le carton; le verre; 'aluminium, le fer blanc, la
ferraille.

Ici les échantillons correspondent aux trois années susmentionnées, et on va tester si la
facon dont les types de déchets sont répartis évolue avec les années (si ¢’est le cas, on peut
éventuellement affirmer que les habitants ont pris conscience de I'importance de trier les

déchets).

Hy : la répartition des déchets dans les cing catégories est la méme pour les trois ans.
H; : il y a deux ans au moins pour lesquels les déchets sont répartis différemment.

Voici les tableaux des effectifs mesurcs et celui des effectifs théoriques (calculés & partir
de ces mesures sous 'hypothése Hp). Les unités sont en kilogrammes par habitant et par
année. Les errcurs d’arrondis ont été lissées (pour que les totaux jouent).

effectifs mesurés effectils théoriques
comb. | comp. | papier | verre [ fer [ totaux comb. | comp. | papier | verre | fer | totaux
1994 | 284 | 19 | 28 | 33 | 6| 370 (1904 | 222 | 58 | 43 | 35 [12] 370
2000 | 265 75 52 47 | 23| 4162 2000 277 73 54 44 | 14| 462
2010 | 252 117 75 48 | 13| 505 2010 302 80 58 49 16| 505
totaux | 801 | 211 | 155 | 128 [42] 1337 totaux | 801 | 211 | 155 | 128 |42| 1337

Pour que I'approximation par la loi du chi-carré soit bonne, il faut que les effectifs théo-
rignes soient plus grands on éganx a 5. Clest le cas ici, et on a

Aoy y (e nma)? _ QB-2mF (19-w? (13167
~le T npg 229 58 i6

[sans arrondir les effectifs théorignes, on trouve environ S8.058)

Les parameétres p; ont été estimés, on se retrouve avee (3—1)(5—1) = 8 degrés de liberté.

Comme d? > ¢5(0.99) = 20.090, on rejette 'hypothése Hy an seuil de signification de 1%
(c’est-a-dire avec une probabilité de 1% de chance de rejeter a tort).

Les données laissent & penser que les citoyens trient de micux en mieux leurs déchets.

4. Tl s’agit des estimateurs du maximum de vraisemblance , notés pj; .
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3.4 Test du chi-carré : indépendance

Considérons des couples de variables aléatoires (X1;Y1), ..., (Xn; Ys) indépendantes qui
suivent les mémes lois que le couple de variables aléatoires (X;Y'). On cherche & tester
I'indépendance entre X et Y.

On découpe les valeurs poqqiblm pour X en k classes Ay, ..., Ap, et celles pour Y en [
classes By, ..., B;. On note NN;; les variables aléatoires qui (,Omptent le nombre de couples
de mesures qui tombent dans (Ag, B;). On note aussi Njo = >, Nijj et Noy; = > i Nigss

tableau des probabilités théoriques

B B; totaux
A | P(Xed)nY eBy)) | - |P(Xed)n(YeB)) |P(Xech)
1‘4;19 P((X € Ak).ﬂ (Y e Bl)) fis ]P((X = A_;ﬁ)-ﬂ (Y [ Bg)) P(X E /lk_.)
totaux P(Y € By) e P(Y e B) 1

Dans ce modéle de tests d’hypothéses, on teste 'hypothése «les variables X et Y sont
indépendantes» a partir des n mesures effectuées. En utilisant le découpage en classes et
la théorie des probabilités, cette hypothése est reformulée par «les probabilités théoriques
satisfont P((X € 4;)N (Y € B;)) =P(X € A;) - P(Y € B))».

On se trouve face a4 deux alternatives qui sont
P((X € 4)N(Y € B;)) =P(X € 4;) - P(Y € B;) pour tout i et j
H : ilexisteict j tels que P((X € )N (Y € B))) #P(X € A) - P(Y € B))
Comme dans un raisonnement par l'absurde, on suppose qu’on se trouve sous I'hypo-

thése Hy et on regarde si les données mesurées permettent d’en tirer une contradiction.

Sous ’hypothése Hy, on peut établir le tableau des effectifs théoriques en notant pour
simplifier p, = P(X € A;) et ¢; =P(X € B;).

effectifs mesurés effectils théoriques
By | --- | By | totaux B, - B; | totaux
A, i | -0 | Pyt n1.0 Ay nmaq > v g np
Tgg | ¢ : - : : np;q;
Ay Figg | ¢ | Mgy | Tigo Ay nedy | - e NPk
totaux | nog | - | Mg n totaux | nq e gy m

Les mathématiciens ont montré que si les eflectils théoriques np;g; sont de taille au
moins 5, alors la variable aléatoire D* suivante suit approximativement une loi du x* &
kl — 1 degrés de liberté (on enléve a kI un degré de liberté, car les variables aléatoires
Ni,; sont liées entre-elles par la condition : 37, ; Ni.; = n).

Z Z (j ﬂp!Q}

n
it gt Pid
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5 j s NP PO - _ noy
Lorsque que les parameétres p; et ¢; sont inconnus : on les estime” par p; = 2

Ces estimateurs sont naturels, ils font en sorte que les totaux des deux tableaux soient
identiques.

Dans ce cas, il faut recalculer les degrés de liberté, il faut encore enlever (k— 1)+ (I —1)
degrés de liberté (les estimateurs p; ct g; sont liés entre-cux par les conditions ), p; =1
et Y ;¢ = 1). Ainsi le nombre de degré de liberté vaut Kl —1— (I —1) — (k- 1) =
El—k—Il+1=k(I-1)—-(I-1)=(k-1)(-1).

e X2 Fr o b i B T e (annPnQ’J
On estime D?* & l'aide des mesures effectuées d Za i Zj Tl (attention &

bien faire la différence entre les majuscules et les minuscules). L'estimation d® donnée
par les mesures va donc se trouver quelque part sous la loi.

L’allure de la loi de probabilité et le critére de rejet sont les mémes que pour le test
d’adéquation (attention aux degrés de liberté qui changent).

Exemple

Cet exemple est tiré du livre «Statistics» (2e¢ édition) écrit par Freeman, Pisani, Purves
et Adhikari, aux éditions Norton, international student edition.

Une étude basée sur 2237 américains agés de 25 & 34 a permis de montrer que les femmes
sont plus souvent droitiéres que les hommes.

L’étude consistait a faire un test d’hypothése sur I'indépendance entre le sexe d’une
personne et le fait qu’elle soit droitiére ou gauchére (ou ambidextre).

On teste l'alternative suivante.
Hy : le sexe d'une personne est indépendant du fait qu’elle soit gauchére ou droitiére.
H, : il n’y a pas indépendance.

Voici les données observées (effectifs mesurés) et les effectifs théoriques (calculés & partir
de ces mesures sous 'hypothése Hy).

effectifs mesurés effectifs théoriques
femmes | hommes | totaiux femmes | hommes | totaux
droitiers 1070 934 2004 droitiers 1048 956 2004
gauchers 92 113 205 gauchers 107 98 205
ambidextres 8 20 28 ambidextres 15 13 28
totaux 1170 | 1067 | 2237 totaux 1170 | 1067 | 2237

Pour que 'approximation par la loi du chi-carré soit bonne, il faut que les effectifs théo-
riques soient plus grands ou égaux a 5. C'est le cas ici, et on a

ZZ (i —npig;) _ (1070 — 1048)* (934 — 956) | (2013

- Yo & 19
o~ 048 936 13

i=1 j=l1

(sans wrrondic les effectifs théoriques, on brouve environ 11808}

Les paramétres p; et g; ont été estimés, on se retrouve avee (3 — 1)(2 — 1) = 2 degrés de
liberté.

Comme d* > ¢;'(0.99) = 9.210, on rejette Ihypothese I, au scuil de signification de 1%
(c’est-a-dire avec une probabilité de 1% de chance de rejeter a tort).

Les données laissent penser que les fernmes sont plus souvent droitiéres que les hommes.

5. 1l s’agit des estimateurs du maximum de vraisemblance, notés piny,i et Gy



529

3.5 La p-valeur associée a un test d’hypothése

La p-valeur est la probabilité sous Ihypothése nulle Hy que la statistique de test® soit
au moius aussi “extréme” que la valeur observée a partir des données.

La signification du mot “extréme” dépend de la fagon dont la probabilité indiquée par le
seuil de signification « est délinie dans le test d’hypothése en question.

Exemple d’un test bilatéral avec une distribution symeétrique

Rappelons que les distributions des lois normales, de Student et binomiales sont des
distributions symétriques.

Dans le cas des tests bilatéraux on la statistique de test T' posséde une distribution
symétrique, le seuil de signification « satisfait la condition suivante :

a=P(T <r)+P(T >ry) avec r,=F (%) et rg=F'(1-%)

(43 o

2 2
ou F(x) est la fonction de répartition associée a la statistique de test 7. Les nombres 7,
et r4 sont les limites de la zone de rejet de H,.

De fagon similaire, on définit la p-valeur par p=PT <t,)+P(T > tg)

B
2

B

2
ot ¢, est la valeur & gauche qui est obtenue par symétrie de ¢ (observation de la statistique
de test T') par rapport a I'axe de symétric de la distribution de 7" et ou ;4 est la valeur
symétrique de t & droite (I'une des deux est égale & t!).

Description graphique d’un tel test d’hypothése (pour cette situation, Hy ne peut pas
étre rejetée au scuil de signification «).
densité densité
! A A
zone de rejet ! zone de hon-rejet ! zone de rejot
de H() TET de II[] 0 de H[}

3 5
aire ]

Utilité de la p-valeur

Par construction de la p-valeur, on rejette Hy au seuil de signification a lorsque p < o
En pratique, on peut aussi utiliser le tableau suivant :

p-valeur évidence contre Hy | seuil de signification associé
p-valeur 2 0.10 négligeable 10% < o
0.10 > p-valeur > 0.05 faible 5% < a < 10%
0.05 > p-valeur > 0.01 modérée 1% < a < 5%
0.01 > p-valeur > 0.001 forte 0.1% < a < 1%
0.001 > p-valeur trés forte a<0.1%

6. Les statistiques de lesi soni les variables aléatoires utilisées pour les tests d’hypothéses.
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Chapitre 4

Intervalles de confiance

Dans une étude statistique, on peut se demander si les mesures observées peuvent cor-
respondre a une certaine réalité. Par exemple, est-ce que notre série de jets d'une piéce
de monnaic (P; P; F; P; F; P) peut correspondre & une pi¢ce bien équilibrée 7

Pour répondre a cette question, on cherche & estimer la probabilité p que la piéce montre

pile. Si on arrive & établir que p = %, alors la piéce est parfaitement équilibrée. Malheu-
z A 7, . s . ) 1

reusement, il est extrémement difficile, voire impossible, de montrer que p = 3.

On peut tenter d’estimer p a Paide d’un estimateur P, mais la probabilité P(P = p) que
P soit exactement égal au paramétre p est, en général, extrémement petite, voire nulle!.
Par conséquent, il est nécessaire de s’intéresser a la probabilité

]P(ﬁ;-p—'r et ﬁép#—‘r) ZP(p—?‘QPQﬁi-T) :P([ﬁ—?”,ﬁ—kif’} 9}?)

Cette probabilité s’approche de 1 aun fur et & mesure que le nombre positif r devient
grand. Néanmoins, plus 7 grandit, plus I'approximation de p par un intervalle perd en
précision. Il faut donc trouver des compromis.

Définition
Un intervalle de confiance est un intervalle |G, D] qui contient le paramétre # a estimer
avec une certaine probabilité 8 (G et D sont des variables aléatoires).

P([G,D]>0) =4

On dit que S est le seuil de confiance ou encore la probabilité de couverture, tandis que
a = 1— 3 est appelé le risque d’erreur.

Construction d'un intervalle de confiance

Pour construire un intervalle de confiance pour le paramétre #, on commence par choisir
le senil de confiance [ désiré (ce qui est équivalent & choisir un risque d'erreur o = 1 - 4).
Ensuite, il faut réussir & déterminer le nombre positif v correspondant en utilisant la
distribution théorique de I'estimatecur 0.

Comme d’habitude, on choisit un seuil de confiance de 95% dans une démarche infirma-
tive, et un seuil de confiance de 99% dans une démarche confirmative.

1. De plus, la probabilité pour que deux estimations p; et pa de Pestimateur P sotent égales est aussi,
en géncral, extrémement faible.
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4.1 L’intervalle de confiance sur une moyenne, variance
connue

On considére n variables aléatoires indépendantes, notées Xy, X, ..., X, qui suivent
toutes une loi normale A (i1, 0%) ol seul le paramétre o est connu. Pour estimer u, on prend
le MLE X qui est aussi sans biais. Sous ces hypothéses, X suit une loi normale de para-
métres N (u, %‘a) Afin de déterminer I'intervalle de confiance, on va devoir centrer-réduire
cet estimateur de sorte & pouvoir utiliser la table concernant la fonction de répartition ¢
de la loi normale N (0,1). On trouvera l'intervalle de confiance suivant :

[X-¢0-9) %, XT+o01-9) %
En effet, on cherche r > 0 tel que :
l—t = @ = P(W—?‘,Y—H‘] B;L) = P(T—rép.éy+'r)

= PXzpu—ret X<p+r) =Plp—r<X<p+r)

= P(-r<X-u<r) = P(Z << )
Ve Vn Vi
On s’est maintenant ramené a la loi normale centrée réduite 2.
densité densité

On peut ensuite utiliser la fonction de répartition ¢ de la loi normale centrée réduite.
l-a = Pl < Z< 5) = P(Z<37m) ~P(Z < 57%0)

- P(Zgﬁ)—(l—P(Zg;fﬁ)) = IP(Z< 1z) ~ 1

-

= 2(;)(0,,’:/5) —1  carP(Z < ;752) =P(Z > ) par symétrie

Finalement, on isole r :

l—-a = gfﬂ{ﬁ;)—l = 20(—"=) = 2—a &= ¢(-1=)=1

alyn o fa/m

D

= Fr=¢(1-3) = r=¢1-9) %
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4.2 L’intervalle de confiance sur une moyenne, variance
inconnue

On considére n variables aléatoires indépendantes, notées X, X, ..., X, qui suivent
p b 1, 2 1 n d
toutes une loi normale N'(p,0?) ol le paramétre o est aussi inconnu. Pour estimer p, on
prend le MLE X qui est aussi sans biais. Sous ces hypothéses, X suit une loi normale de
2
I a?
parameétres N (pu, Z).

Malheureusement, comme on ne connait pas o, ce n’est pas trés utile. Mais, en utilisant
I'estimateur sans biais de o, noté S, on peut utiliser le résultat de William Gosset : la

variable aléatoire? ‘K/:/‘Tii suit une distribution de Student avec n — 1 degrés de liberté.

S

Afin de déterminer 'intervalle de confiance, on procéde comme ci-dessus de sorte & pouvoir
utiliser la table concernant la fonction de répartition ¢,_; de la loi de Student a n — 1
degrés de liberté.

On trouvera l'intervalle de confiance suivant :

X-6h0-9)- &% X+eh-9)- 5

2. Ce n'est pas la variable centrée réduite de X, car on a remplacé o par son estimateur sans biais S.
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Chapitre 5

Régression linéaire

Supposons que 'on se donne deux caractéristiques X ct Y sur unc méme population.
Par exemple, on pourrait mesurer la taille en centimétres pour X et le poids en kilo-
grammes pour Y des lycéens de premicre année. Pour cela, on mesure les caractéristiques
X et Y sur un échantillon aléatoire de taille n. On obtient ainsi des observations & deux
coordonnées (z;,y;) pour i € {1,2,...,n}. Pour cet exemple, prenons n = 5.

[ @ i ] 2] 3] 4] 5
taille en em  z; || 162 | 167 | 172 | 185 | 190 7T = 175.2
poidsenkg ;|| 70| 72| 62| 68| 79 g = 702

La méthode la plus simple pour observer la relation entre X et Y est de représenter ces
points dans le plan on 'axe horizontal représente la caractéristique X et I'axe vertical la
caractéristique Y. Une telle représentation est appelée un diagramme de dispersion.

Yy
80 | (»’65;:!15)
L ]
Tr
= (z2;y2)
(z1;91) -
70 . O
(T;7) .
» (243 Y4)
L ]
60 (35 93)
. . : x
TR 5 17N 1TR 180 1R 100

Si la relation entre X el Y esl exacte, alors on devrait pouvoir trouver, pour une mesure x;
donnée, I'UNIQUE valeur pour ;. Ainsi, ¥ serait une FONCTION de X (y = f(x)).

Malheureusement (ou heureusement), il se trouve que dans la plupart des cas, la relation
n’est pas exacte (par exemple deux individus de méme taille n’ont pas exactement le
méme poids). Néanmoins, méme s’il n’y a pas de relation exacte, il se pourrait qu'il v ait
une relation théorique et que, dans chaque mesure, il y ait une part aléatoire.

Dans un tel contexte, on dit que Y est la wvariable dépendante, et X est la variable
indépendante.
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Pour commencer, on va regarder s’il y a une chance pour que la relation (exacte ou non)
entre X et Y soit affine (le graphe d’une fonction affine est une droite).

On va donc essayer de faire passer une droite “au mieux” parmi les points (x;, y;).

Y
5 | (z5;ys)
€s
% 4 (z2;92) (24;7a)
(z1;3) (w55 7s)
70 1
L Ta; Y ;
65 | (x1;91) (@2i%2) | e
60 1 (w35 93)
160 165 17 175 180 18R 190

Les notations de la régression linéaire

Ui y; est la mesure effective associée a ;.

y=axr + b | Il s'agit du modele affine théorique entre les caractéristiques X et Y.
11 faut déterminer les valeurs des bons parameétres a et b.

o~

U; = az; + b | U; est Uapproximation théorique par le modéle affine associée & x;.

€ =1Y; — Ui | € est Uerreur entre la mesure cffective y; et son approximation théo-
rique 7; associte a la i-iéme mesure. Les e; sont appelés les résidus
associés au modele.

On a ainsi. modéle linéaire
e Ny

&=y~ Y < yi=Yite < y = ar;+b +e¢

5.1 La droite des moindres carrés

Dans ce cas le modéle théorique y = ax + b est construit de maniére a ce que la somme
des carrés des résidus soit la plus petite possible.

n
Autrement dit, on veut a et b tels que la somme Y €? soit minimale.

i=1
Pourquoi les carrés
1. L'élévation aun carré néglige les signes. Ainsi une erreur négative ne sera pas com-
pensée par une errcur positive.
B avniion, & o g s 1vd __ 1./ _ 4 , o ¥
2. L’élévation au carré réduit les petits écarts (car (;)° = ;; (3)° = 1) et amplifie les

grands écarts (car 22 = 4; 4% = 16).

Bien sir, il existe d’autres méthodes, comme la méthode des moindres valeurs absolues
ot I'on cherche les paramétres a et b qui minimisent )" | |e;|. Mais les calculs associés a
cette méthode sont plus compliqués.
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Un résultat pratique

Les deux sommes suivantes sont égales.
T T
E (@i =Ty —7) = E Y — nTY
i=1

i=1
Preuve

On commence par développer la somme de gauche (les sommes ayant toujours les mémes
indices, on les notera juste >). A la fin du calcul, on utilise nZ = 3 z; et ny = ) y;.

Z(iri B i_f) (y% == g) = Z({l’:.ﬂg‘i — f’gﬁ — :rtﬁ + T?)
E T e e
= Yoy — LT — Ly + YT
E LR D et
= Youw - Tt — T+ ZTL1
X3

Yz, — TnY — TnT + nITyY

Y& — EY

Notations

On va ainsi noter ! chacune de ces deux sommes oxy-.

T

K1
Z(iﬁ —T)(yi —7) =oxy = Zl‘éyi — nITY

i=1 i=1

En remplagant Y par X ou X par Y, on a les formules suivantes.
T ki ks T
.2 2 - =x9 2 =2
E (2; —T)  =oxx = E r; — nT° et E (1 — 7)) =oyy = g y; — ny
i=1 i=1 i=1 i=1
Théoréme des moindres carrés

Les valeurs des paramétres a et b pour la droite des moindres carrés y = az + b sont :

IXX

Ces formules ne sont valables que §il existe au moins deux z; qui ont des valeurs différentes
(sinon, il y a une division par zéro dans la formule pour a).

Conséquences graphiques

Dans la section 5.6, on montre deux propriétés graphiquement intéressantes.

1. la droite des moindres carrés y = axr + b passe par (Z;7), qui est le centre de gravité
des points (z;;1;). En effet, on a la relation § = aF + b.

2. la droite des moindres carrés y = az+b est telle que la somme des résidus est nulle.
En effet, la relation ) 7; = > y; est équivalente & ) e; = 0.
Ainsi, la droite de régression est agréable a regarder.

1. Par rapport aux notations en probabilités, on a oxx = no?(X) et oyy = no?(Y) ot o(X) et o(Y)
représentent les écarts types respectifs de X et de ¥. De méme, oxy = nCov(X,Y) ou Cov(X,Y) est
la covariance de X et de Y. De plus, si on travaille avec des échantillons, les estimateurs de la variance
et de la covariance sont sans biais lorsqu’on remplace n par (n — 1).
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5.2 Le coefficient de corrélation

On est maintenant capable de faire passer “au mieux” une droite parmi un nuage de points
selon la méthode des moindres carrés. Cela ne nous dit toujours pas ¢’il y a une rclation
(ne serait-ce que lin¢aire) entre les caractéres X et Y. Pour cela, les mathématiciens ont
inventé un outil : il s’agit du coefficient de corrélation défini par

Oxy

i VOIXXA\/Oyy

Propriétés de ce coeflicient
Le coefficient de corrélation est toujours compris entre —1 et 1.
—1<p<1

(Pest un outil qui permet de mesurer si la relation est linéaire, presque linéaire ou trés
peu linéaire.
e Lorsque p est proche de 0, alors la relation n'est pas linéaire. Soit les variables sont
indépendantes, soit il y a un autre type de relation (voir page 72).
e Plus p est proche de 1, plus les points sont proches de la droite des moindres carrés
(qui sera de pente positive).
e Plus p est proche de —1, plus les points sont proches de la droite des moindres
carrés (qui sera de pente négative). -

Moralité Plus |p| est proche de 1, meilleure est 'approximation par la droite des
moindres carrés. On dit alors que X et Y sont corrélés (ou linéairement dépendants).

Exemples
Yy )
5 L] 5
° L ]
0 i L] 0N * .
! ! .®
o % ™ . L
5 -.\O‘—o\ 5 e o s
. P . ot
. L] » %
0 s L] = 0 "
. . L
. T £ - T
35 40 45 50 h5 60 65 35 40 45 a0 55 60 65
p 2 —0.150 | p=0.073
y | ¥
t .
in i »
-
i5 - "
] . '
™ L]
i5 i)
-
v T ' r T r r z . — I
35 40 45 50 55 60 65 35 40 45 50 55 60 65
p = 0.953 = —0485
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5.3 Le coefficient de détermination

Relation évidente

Les valeurs y; et § proviennent directement des données. Les valeurs ¥; sont obtenues a
partir du modéle. Ces trois valeurs sont liées par la relation suivante.

dépend aussi ne dépend que
du modéle des données
-~ = " o ~ e N
(vi—%) + @—-9) = (@w—-7)
Ny it
résidu

Relation «miraculeuse»

Cette relation est vraie lorsqu’on utilise le modéle de la droite des moindres carrés.

n n n
P £, 32 e
E (yq-. = yz-) I E (?,-'i == f,f,") = E (i%‘ = ?J)
variation due variation due wvariation totale
aux résidus au modéle {(car somme des

deux autres)

Définition du coefficient de détermination

Le coefficient de détermination, noté R?, est défini par
X @-9)
2 (v:—7)°

B =1

Propriétés de ce coefficient

Lorsque la relation «miraculeuse» est vraie, le coeflicient de détermination détermine le
rapport entre la variation due au modéle et la variation totale. C’est donc le pourcentage
de la variation due au modéle dans la variation totale.

Pour cette raison, le coefficient de détermination est toujours compris entre 0 et 1.
0<R*K1

e Lorsque R? est proche de 0, prés du 100% de ]a variation tofale est. expliguée par la
variation due aux résidus. Cela signilie que le modéle n’est pas adapté aux données.

e Lorsque R? est proche de 1, prés du 100% de la variation totale est expliquée par la
variation due au modéle. Cela signilie que le modéle est bien adapté aux données.
Théoréme de retrouvailles

Lorsque le modéle est celui de la droite des moindres carrés, le coefficient de détermination
est égal au carré du coeflicient de corrélation. Autrement dit

R?. — p‘)
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5.4 La droite des moindres carrés forcée a I'origine

Dans ce cas le modéle théorique y = ax + b est construit de maniére a ce que
1. la droite passe par 'origine du plan;

2. la somme des carrés des résidus soit la plus petite possible.

Autrement dit, on veut a et b tels que

1. b= 0, ainsi le modéle est y = ax.

T
2. la somme Y e? soit minimale.
=1

Théoréme des moindres carrés pour la version forcée a 'origine

La valeur du paramétre a pour la droite des moindres carrés y = ax cst :

© -
o, y 0% =Y ©) :
= U{U)_ ou Oxy = Tl et Txx = Zﬂ:@
XX i=1 =

Cette formule n’est valable que s’il existe au moins deux z; qui ont des valeurs différentes
(sinom, il y a une division par zéro dans la formule pour a).

Ennuis
1. la droite des moindres carrés y = az ne passe pas forcément par (Z;7), qui est le
centre de gravité des points (x;; ;).
2. la droite des moindres carrés y = ax ne vérifie pas forcément la relation >, 7; = > v,

et ainsi la somme des résidus ) e; n’est pas forecément nulle.

Ainsi, a Pceil, cette droite peut paraitre un peu bizarre.

Exemple

Lors d'une expérience d’osmose en biologie, un arbre chimique grandit dans une solution
a 30% de saccharose. On cherche a déterminer la vitesse moyenne de croissance de I’arbre
chimique durant les 15 premiéres minutes qui sera la pente de la droite des moindres
carrés. Lors des mesures, des éléves ont obtenus les nombres suivants.

temps (min) [ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
hauteur (cm) (0.0 1.5 29 43 55 66 7.8 90 103 114 123 13.7T 14T 158 168 IT.T

On trouve
1

et

g =1.23 cm - min~

Les relations des pages 68 et 69 ne sont pas toujours vraies dans le cas du modéle y = az.
[’exemple précédent infirme chacune de ces formules.

Néanmoins, on peut les retrouver si, dans ces relations, on remplace 7 et i par 0, comme
on le voit & la page suivante. Ce qui explique la notation avec les exposants ().

Bien évidemment, si le centre de gravité (Z;y) est P'origine du plan, les droites des
moindres carrés y = ax + b ¢t le modéle qui force la droite a 'origine sont les mémes.
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5.4.1 Les coefficients de détermination et de corrélation

Relation évidente At '
du moddéle ne dépend que
N des données
1 37 ~ ~ =
(vi—%) + & = "
|

résidu

Relation «miraculeuse»

ki

n T
Z(yi_gi)g =¥ fof = Z?Jf

=1 g =1
— ——
variation due variation due variation totale
aux régidus au modéle par (car somme des
rapport & 0 deux autres)

Les coefficients de détermination et de corrélations

0 T
n o = Y &%
o Lh O} 6 &
Rf== et e ol Oy = fo
T oK\ oy

-
II
i

T
0 _ 2
oyy = QUi
i=1
Théoréme de retrouvailles
Méme dans ce modéle ot la droite des moindres carrés est forcée & 'origine, on a

R2:p2

5.4.2 Preuves

Meéme si on a perdu lingrédient §; = > y;. On conserve Iingrédient Y77 = . %iy;.
En effet

2 = 2 = o 2 _ [ 2%l 2 _ (X zrue) (3, zavi)
;% = J(az)* = a?} 2 = (Z 2 ) Yot = 2= S

- 5 (R %o) - S(emu) - 3 im

yx

Preuve de la relation «miraculeusey»

On peut maintenant prouver la relation «miraculeuses.
ot 2 - 8 i
Lln—0) +X% = Xul 2Dul+XEH+ X0
ingridient ) ’ i3 - — 9
ingridien zy:_gzy:+zy%€+l‘uf o z.u;.

Preuve du théoréme de retrouvailles

- 2 0 \?* (0 0) 2
R — 2%2 _ = (”E%) — 2. Z'E;Q _ UE(%, Ev(i _ crg& =
> v? > yi >y /) o o0H
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5.5 Autres types de régression

5.5.1 Préambule : une autre vision de la régression linéaire

On suppose que les données sont lices par une relation linéaire, non exacte, de la facon
suivante.

Yi=az; +b+e
En suivant la méthode des moindres carrés, on trouve le minimum de Y7 | €? en annulant
le gradient ? : cela revient & résoudre le systéme suivant d’inconnues a et b.

TE

™ (1}
dDuty = ad. o + b)Y w
=1

=1 1=1

2 = 6)Ym + bm
i i=1

5.5.2 Régression quadratique

On suppose que les données sont liées par une relation quadratique, non exacte, de la
fagon suivante.
2
yi = ax; +bx; +c+e;

En suivant la méthode des moindres carrés, on trouve le minimum de 7 ;| €? en annulant

le gradient? : cela revient & résoudre le systéme suivant d’inconnues a, b et c.
4

T 9 m A T 3 T 9

2um = a)y ap + by a} + cYya

i=1 i=1 i=1 i=1

™ T 5 W
) Sue = aXal + byal + ol
- =1 =1 i=1
LS n n
Y% = e)y,zf + bY,m + cn
=1 i=1

v =1

5.5.3 Régression hyperbolique

On suppose que les données sont liées par une relation hyperbolique, non exacte, de la
fagon suivante.

1 1
—=az;+b+e;

Y= ————— <>
Y ar; + b+ e Y;

La méthode des moindres carrés peut s’appliquer® en utilisant le changement de variable
suivanl ;

1 1 | I
z=— 4= Y==- et H=— &&= y=

Y < Wi Zy

On trouve que :
1

y=— ——

az +b ot |o=2% et b=Zz—a7%

(4:; z:a,:.':—l—b) IXX

2. Le gradient est une notion vue a Puniversité qui ne peut étre expliquée qu’en deuxiéme année de
lycée (il faut savoir dériver).
3. La vrate méthode des moindres carrés consisterait & minimiser la somme des carrés des =; donnés

par la relation y; = ﬁ +&;. Néanmoins les calculs sont ici trés complexes.
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5.5.4 Régression exponentielle

On suppose que les données sont liées par une relation exponentielle, non exacte, de la
facon suivante.

y;i =b-a" - 10% <= log(y;) = log(a)z; + log(b) + ¢;

La méthode des moindres carrés peut s’appliquer en utilisant le changement de variable
suivant :

w=log(y) < y=10" et w; = log(y;) <= y; = 10%

On trouve que :

log(a) = . I
y=~b-a" " = ” log(b) =w —aZ
( <= w = log(a)z + log(b) ) Ty —— (JXW') <
= CXPyo
Oxx

5.5.5 Reégression d’une puissance
On suppose que les données sont liées par une puissance, non exacte, de la facon suivante.
y; =b-xf - 10% <= log(y;) = alog(z;) + log(b) + &;

La méthode des moindres carrés peut s’appliquer® en utilisant le changement de variable
suivant :

w=log(y) < y=10" et w; =log(y;) < y = 10™
et
v=loglz) = ¢=10¢ et v; =log(z;)) <= = =10%

On trouve que :

g= b-g* ovw 10g(b) =W —a?
a=—

(4::’ mzav+lag(b)) o ovv | —

5.5.6 Reégression logarithmique

On suppose que les données sont liées par une relation logarithmique, non exacte, de la
fagon suivante.

y; = alog(z;) +b+¢;
Cette fois la vrade méthode des moindres carrés peut s’appliquer en utilisant Ie change-
ment de variable suivant :

v=Ilog(z) <= z=10" et v; = log(x;)) <= z;=10%
Oun trouve que . y=qlog(x;) +b ' : :
() oit o= et b=7—av
(<:> y=wv+b) gvv

4. La wrate méthode des moindres carrés consisterait & minimiser la somme des carrés des g; donnés
par la relation y; = b- a® + £;. Néanmoins les calculs sont ici trés complexes.

5. La vraie méthode des moindres carrés consisterait & minimiser la somme des carrés des £; donnés
par la relation y; = b- ¥ + ;. Néanmoins les calculs sout ici trés complexes.
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5.6 Preuves des théorémes

5.6.1 Preuve des théorémes des moindres carrés
Rappel sur les paraboles

Une parabole d’expression fonctionnelle p(z) = az® + Sz + v avec a > 0 a un minimum
pour z = —%.
Preuve du théoréme sur les moindres carrés

Trouvons une valeur de b tel que la somme des résidus au carré soit minimale. En d’autres
termes, on veut trouver le minimum de I'expression suivante.

mn
> €
i=1

En utilisant le fait que ¥; = az; + b, on peut rendre cette somme dépendante du para-
métre b. Cest pourquoi, cette somme est momentanément appelée S(b).

T

SO) = Y€t =D % = (5~ (azi+b)’

=1
n n

= Z ((y — az;) — b)2 = Z ((y — az;)® — 2(y;i — az;)b+b?)

=1 =1

= Z(% — az)* —2b Z(%‘ —az;) + Z b
joi i=1 et

= i(% = a-’ﬂi)Z —2b (iyﬁ, = Giiﬁ) + ib2
=1 =1 i=1 =1

i T
Or Y y; =nyet >, r; =nT, ainsi on a
i=1 =1

T

S(b) = Z(yi = Gfﬁi)z = Qb(nﬂ— an:r,_') + nb®

3=1

; n
= n b —2nH—az)b + Z(y%——aa:,;)z
a>0 ; i=1

.:_
Par le rappel ci-dessus, la valeur de b qui minimise S(b) est donnée par

2y —ax) _ _
b= —= = §—aF
2n

Maintenant qu’'on a établi la relation b =7 — a %, expression de la droite des moindres
carrés est ainsi devenue

y=ar+b=oz+7—aZ=a{x-T)+7
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Il faut maintenant trouver a tel que la somme des résidus au carré soit minimale. En
d’autres termes, on veut trouver le minimum de I'expression suivante.

n
2
E €;
f]

En utilisant le fait que §; = az;+b = a(z;—%)+7, on peut rendre cette somme uniquement
dépendante du paramétre a. C'est pourquoi, on a décidé d’appeler la somme S(a).

T 9 L 9
S(a) —ZB Z -Gl =) ('ya- — (a(z; ~T)+§)) =% (’yra( i — %) “J)
i=1 i=1 i
On cherche & trouver a tel que S(a) est le plus petit possible. On sait que S(a) = 0 (car
une somme de nombres positifs (ou nuls) ne peut étre que positive (ou nulle)).
On a donc

o8

Sa) = (% —a(@; — %) —ﬂ)z = gi ((.U-i —7) —a(z; — 'f))z

1

=
Il

- (s~ 9)° - 2a(zi — 7y — ) + (i — 7))

7l T

= Y w92 (@—D)(u 'q)+a22- 7)?

i=]
~ _\y
W

oYY TXY XX

Il
N
||M3
LR

=

[

= O0OxXx {12 — QJX}fG + ovy
~—

>0
Par le rappel ci-dessus, la valeur de a qui minimise S(a) est donnée par

20xy _ Oxy

20xx XX

Mais, il faut que oxx > 0 afin d’avoir un minimum. C’est le cas s’il y a an moins deux x;
qui sont différents. []

Preuve pour la version forcée a ’origine

Trouvons une valeur de a tel que la somme des résidus au carré soit minimale. En d’autres
termes, on veut trouver le minimum de 'expression suivante.

L 2 L
S(ﬂf\l = — z (,’U,' = H;ﬂ',’,-) = E (3',"2 e 2(},.’1"?—35 <+ (1211','?) — Zv‘ QQZJ“Jﬁ +g2 Z T

po | i=]
1= i=]
(0] () o5 ."'.._
U.’t X 'l'.l = lﬂ "L'I ﬂ GY‘P ":il:l': "'I_'J?;' ”T?\.

>0

Par le rappel ci-dessus, la valeur de ¢ qui minimise S(a) est donuée par

0 0
200 oY
n o 0

Yok  o%x

Mais, il faut que or( ) > 0 afin d’avoir un minimum. C’est le cas s'il y a au moins deux x;
qui sont différents. D
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5.6.2 Preuves de la relation «miraculeuse»

On a besoin de deux ingrédients.

Z@}:Z% et 25322@95*

Si le modeéle vérifie ces deux ingrédients, alors la relation «miraculeuse» est vraie.

En cffet, on a

Z(yﬁ—’yi) + Z(Qi—’y)

— (W -20y+7) + (@ -20y+7°)
e e . = i iy i o 3
PR TR -2) Gm+L®# + LR G+’

3 N — N

= SR -2Y AT + D2y yi+ng?
U 2 9V R AT + 92— 202+ ng?

= Y- + Y5 —ny?

= Yy} - ny?

notatig'l VY _ 2
i > (v—7)

5.6.3 Les deux visions pour la droite de régression

A la page 540, on affirme que a et b satisfont le systéme suivant.

i = ad. .22 + b)Y =z yit; = ay x> + bn¥
Y i Y i
Yo = ed.x + bn ny = anxt + bn

A la page 53¢, on a donné les valeurs suivantes de a et b.

Ixy — —
g=—— et b=F—aZ
OxXx
On retrouve ces coefficients en résolvani le systéme d’équation. En effet, la deuxiéme ligne
est équivalente &
J=af+b < b=7—ax

De plus si, & la premiére ligne, on soustrait 7 fois la deuxiéme, cette premiére ligne devient

Y yx; —nEY=0a) 7} —anF’ < Y yz;—nT¥=a() 27 —nz?)

Oxy
— Oxy = QA0xy —— = ——
Oxx
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5.6.4 Preuve des ingrédients pour le modéle linéaire

On se rappelle que a et b sont solutions du systéme

Yur = adyr + bY

(%) :
Sy = ayy.m + bn

Prcuve du premier ingrédient

On utilise le fait que ¥; = ax; + b, on développe et on observe le systéme.

Y%= (i +b) =a Xz +bn E Ty,

Preuve du deuxiéme ingrédient

On utilise le fait que ¥; = az; + b, on développe et on observe le systéme.
Y@ = Y(azm+b)? = Y (a®a? + 2abz; + 1?) = a2 Y22 +2ab Y a; + BPn
= alay 22 +b)Y z;) +abd) z; +b*n
= alaX 22 4+b3 z)+blaXxi+bn)
= a) YT +b) Y
= Y yilaz; +b)
= D%l = Y Yivi

5.6.5 Preuve du théoréme de retrouvailles
oxy

On se rappelle que et a = etbh=7—aw.
Oxx
o Z@-9) _ T(mtb-9)° T (wty-az-7)’
> (yé = ?)2 3. (% — ?)2 L3 (yi? — ?)2
_ > (az; — af)z ~ 2. > (@ —T)2 _ (JXY>2_ XX _ Xy CIxx
> (w—19)° Y (-9 TxX Tyy Tkx Oy

2 2
. . (L) - 2
OTxXxXaYyy fT.x‘xW
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5.6.6 Preuve des ingrédients pour le modéle quadratique

On se rappelle que a, b et ¢ sont solutions du systéme

Yym = ayzm + bXm + c)ad
(*): 9 Sy = adad + bYx2 + Xz
Ny = ad.2x? + b)Yz + cn

Preuve du premier ingrédient

On utilise le fait que 7; = ax? + bz; + ¢, on développe et on observe le systéme.

ZQ} =Z(a:c?—|—b;r,—_+c) =G,Z$f+bZ:n,;+cn = Zyz-

Preuve du deuxiéme ingrédient

On utilise le fait que J; = ax? + bx; + ¢, on développe et on observe le systéme.
Y7 = Y (az?+bz;+ 0)2
= Y (a®z} + 2abz? + VP22 + 2acs? + 2bezi + P)
= @Yz} +2ab) 2P+ ) 2?4+ 2ac) 2t +2bcd z; +n
= alaXz}+0Y 2 +cY 2?)
+abd T+ Y 22 +acd xi+2bc) T + A
= alal zt+bY 2t 4+ 2?)
et ble a4+ bY 2l ey x)
+acd zt+bed xi + A n
= a(eXgf+b3 2} +¢3 27)
+b(ay g +bY 2l +cY z)
+e(cX s +b5 % +cn)
Y ey + by + e Xy
= Y yilaz? + bz; +¢)

== Em@}_ = Zﬁ:yﬁ



