La trigonométrie

UNE HISTOIRE DE
TRIANGLES

Le terme de rigonamédrie vient

du grec tiga (riangle) et metron
[miesure).

La trigenometrs est une branche
des methématgues ; clle est niée de
tables astronamiques e se difinit
traditionneflament comme la mesure

des angles et des distances dans les
friangles et par extension d'une
figure géomdlrigque quelongue.
La Irigenomelrie ordinaire ne Iraie

. en général que de figures planes

mais elle a &té élargie a I'aspace &

¢ tros dimensions avec ke

diseloppement de la tngonomitrie
spherigque, Ses meéthodes ef s

¢ foemules servent aujourd hui dans

toas les domaines de mesure ;
géndésie, astranomae et dans tous
less ubres domaines ufilisant la

giveriine (dessin dndustriel par

exemple) au les sciences physigues
{propagation des andes., ), A ses
débuts, la trignnométrie n'état
qu'un outil de I'astrormie. Son
histaire y est mimement iée &
s'étele sur plusieurs siécles, prenant
s radines dans des qultures fres
diverses, Dans FEncyclopédie (1751)
de Didarnt et d'Alembert, la
Imgonomeétria est définit comme

« I'art de trouver les parties
incannues d'un triangle par le
moyen de celles quion connai »,

EE cast ainsi qu'elle 25t le plus
souvent enseignée et connue d'un
larga public, pourtznt, la
trigenomeétrie n'est pas, & ses
origires, un outil de calced du
triangle, mais du cengle,

clences & techniques

Irigonalrie esl une glomérie
appliquée & l'étude du monde et de
I'imivers et est indissaciable de
I'astronomie. Les Babyloniens
utilisaiend une numéralion
senpisimale (base 60) qu
contribisera plis tard & partager le
cerde en 3&50°. Cependant, ils ne

| sont pas les seuls a utiliser la

| trigonumeétrie, on en frouve des
traces aussi dans [Egyple antique,
en Chine ou dans b vallée de
I'ndus. Les ancétres des tables

et des fonctions tangente et
olangenie sunk girsi ssues de la
muesure de I'venbre d'un biton en
framction de la hautewr du sobeil
(heure). Mais e sera fmalement la
fonction « corde = qui s'apparente
au sinus qui senvira réellement de
bese au développpement de la
Iriganomedrie. C'est loul d'abord en
Inde que se développe cette pation

ématiques, Physique & Chimie

Le grec Pholdmée feny, 100 ; eny.,
160} poursuit dans I'ilmageste les
trawau d'Hipparque avec une
meilleure prégsion et introduit les
premidres bormmules de calouls
Irigenomiélrigues. Plolémeée ¥
expliue COmMMENt cansiruire unne
table de cordes et en fournit e
allant de 1,5 & 1807 par pas de 0,57
Son mfluence tant mathématigue
qu'astronomaque of péographique
perdurera jisguaa o siedle,

Le théoréme de Piolémés parte sur
les quadrilatéres inscrits dans un
terde et donne une formula
développant sinfash).

|
| LA TRIGONDMETRIE INBIENNE
[ans le manide indien, k=5 premiers
traités theorigues sont les
| siddhantha. On bes date
| penéralement du débul du wsitce
| sans awrune certitude. Pour la

de « corde » (segment de droite dont | premiére fods, il y est fait mendion de

les extrémités se trouvent sur
un cerche). Ains enre 500 cf

500 aw, 1.-C. le sinus die 4 (457 esl

correctement caloulé comme 1742
dans un probléme de construdion
d’un cercle de méme aire qu'um
carré donnd.

LA TRICONOMETRIE CHET LES GRECS
Il semblerait que les Grecs aient
hénté des travaux précédents avant
de bes mener plus en avant

| Eratosthine de Cyrine {276 ; -196)
| el Anstanque de Samos 310 ; -230)

utilisent ces tables pour
I'astronomie.

se rendra
elibre

paur avoir
caloulé la

& orcondirence
de la Terre
e une
précision

; ﬂ.-' remarquabde
[seulement
3% d'erreur). Hippargue de Nicée
(=190 ; 120 av. L-C) etablit les
premigres tables frigonomdirigues
de |z fonction « corde = quiil utiise
poar des mesures de péndésie e
d'astronomie. 1l évalue ainsi la
distance de la Terre 4 la Lune &
400000 krn {soit seulement 2 %
d'erreur !, Flus tard, Menelaos
d'Alexandrie (38 ap. 1.-C.) sera ke

HISTOIRE ET APPLICATIONS ;

DE L'ANTIQUITE
A NOS JOURS

On cansidére couramment ks
Babwleniens (2000 av, 1.-C.) comme
la premigre civilisation a uliliser la
trigancmeétrie. C'est du moins de
rette époque que datent les
premiéres traces de tables de
données astrenomigues ulilisant ces
nalions, A celle épogue, la

premier a faire de la tigonométrie
une science indépendante de
Iastronommie ou de b stérdométrie
(science traitant de la mesure des
salides). 5es livres sur le caboul des
cordes et sur les sphériques forment
I preméer trailé de rigonomelric
sphérigque. Le thegreme de
Ménélans, applicable dans le plan
carmme dans I'espare permet de
recharcher 'alignement de trois

trais droites formant un triznghe,

la nition de sinus 3 la place de la
corde ef de sinus verse (cest-a-dire
1-gosinus). Clest le mathématicen
Aryabhata (476 ; 5500 quiva
systématiser les résultats de ces
traités dastronomie. || en fire des

| tables de snus et de sinus verss et
mbroduil [ irigonométrie hors du

| cercle en retrouvant le sinus dans le
triangle rectangle. Il calcube par
aillewrs une valeur trés prédse de
{3.1416) et émet Fhypothise gue la

ratation journaliére du ciel est le
frust d'une rotation de la Terre
| sutour de son ane, hypathise qui ne
| SBTA PAS MEIise AT 585 SILCRSELITS,
| La triganomeétrie poursuit son
chemin dans le monde indien grace
| au développement d'autres outils
| mathématiques. Au ur siécle, ils
intraduisent ka riganométrie
sphérique (Bhaskara en 1150},
|

| Ln TRIGOMOMETRIE ARABE

Dars be monde arabe, e
développement de |2 triganométrie
est d"abord fondée sur les
traductions des fravaus grecs et
indsens. La spécificité des travauwe
arabes reside notamment dans le
développement de tables de
tangentes et cotangentes
(correspondant respectivement au
ombres d'un graman harizontal feg
sur un mur vertical el aux ombres
d'um gnonam vertical),

| Les mathématiciens arabes les plus
| conmus pour leur travau: de

| trigonomitrie sont certainement

points appartenant respectvement @ | Mohammed al Khwanzmi

(720 ; 8500, Mohammes al Battani

(850 ; 929, Mohammed Abu-Hivalz
(%40 ; 930, ko Yunus (950 ; 1009}
et Al Biruni (973 ; 14E).

lls cannaissent les relations entre les
citits et bes angles d'un riangle
sphirique el élablissent des
formules de irigonométie encare |
enseignées augourdhui sur ks sinus |
d'une somme ou d'une différence.
Auar siécle, le monde musulman
franchit un pas important en
elabarant le thiorime des sinus qui
permet de e passer du théoréme de
Ménélans en fasant passer e
nambre de quantités nécessaimas 3

la démanstration de 'alignement de
poinl de & & 4. En irigonomeédrie
plane, dans un Iriangle ABC, on a
a/sinA = hyfsind = ¢fsind.

C'est & o sigdle que la
trigonomeétrie commence & se
détacher réellement de Iastronamic
sonss influence de Nasi al-Din Tusi,

L TRICONDMETRIE MODERNE ET

CCIDERTALE

En Ocadent, <'est 4 la Renaissance

que L bgonomilrse premsd son

£5500 et 585 caracteristiques

| mndernes. Des mathématiciens e
astronomes allemands établissent
des tables trigonométriques
edrémemend pricises, s prix ¢une
masse de caleul incrayable, fwes
linventian des kogarithmes par
I"Ecassais John Napier (1550 ; 1617)
et beur amélioration par nglas
Henry Beiggs (1556 ; 16313, les
cabouls desiennent plus rapides et
plus simples. Fn France, Frangnois
Vigte (1540 ; 1R03) &tablit de
nombreuses tormules de
Irigonomirie afin de faokiler les
cabeuls, Un premier travail qui pose
dailleurs les bases de son ceuvre
ulbérieure : créar un varitable
langage mathématique en
formalisant les calouls grice 4
Pemiphoi de lettres &t de symboles
{alpebre) et développer la notion
d'Equatian et les régles poar les
résoudre. C'est en 1595 que
vertablement, le terme de
triganamétrie desient un nom
commun pour désigner e damaine
de connaissance relatif aux angles et
rapports de longueurs des triangles.
Ce terme vient de I'cuvrage du
rathématicien silésien
Barthalomaus Pitiscus,
TngonametniE sive de dimansione
trangurlorm b quingue, dans
lequel il préserte les t2bles de
trigonameétrie les plus précises du
war sidcle. Au cours des sibcles
suivants, la triganomeétrie a continué
son développemant, trouvant des
applications de plus en plus

| noamibrenses dans les sciences

| émmergertes - fous les domaines de

| la physique et des mesures par

| exernple. Aprés des sigdes de

: recherches pour ablenie des valeurs

| les phies evactes possiiles des sinus,

]

cosinus el aulres Langenles, un
mathdmaticen australien a exposé

| &N J05, une version simplifie des

FAPRArs riganametriques aver
I'emaloi de nombres retionnels

| {sans virgule). Celle trigonometrie

aui 3 inspire des lravaus de
smmplification utilisés pour bes
Premiers jeus vidéns, s= fonde sur
les maticns de quadrance (carré de
la distancz) & la place de l'emploi
dhes racines carrées el le nobion
d'auverture 3 la place d'angle,

Les principales applications de cette
théarie de Wildeberg résidert dans
lallegement des calculs
infarmatiques pour les logiciels de
carlagraphie ¢l de conceplion
assistée par ordinataus airsi que
paur les jeas vidéns,

A LA BASE DE TOUTE

SCIENCE DE MESURE
Les formules de triganomeétrie pnt
servi inés rapidement a mesurer de
mambreusis distanos inaccessibles
facilemmant et & &tablir des cartes
préses, natammert par la méthnde
e |a triangulation. La trigonaméirie
est i la base méme de la
carlographiz, En effiel, les premicres
carles précises el § Péchelle pal ée
Btablies grace & la méthade de la
trigngulation, Cette méthode
orsiste a mesurer précsement une
premigre distance entre un poind A
b un peint B, Ensuite grice 4 un

( appareil de mesurs des angles
| [Hhéodolie par exernple), an

masure 'angle entra e point B & un
tromsieme paint C fadlemani
reperable comme une tour, un
arbre, un clocher, On fait de méme
en se placant en B, Grace auy sinus,
an cannait kes mesures AL et BC.

En assemblant ainsi un grand
nombee de triangles, 'espace est
entisrement déterming en limitant
au maximum les mesures et les
déplacements. En 1780, [Assemblés
constituante décide de mettre au
point un systéme universel de poids
el de mesure, Lunilé de langueur
chaisie est le div-millioniéme d'un
quart de méridien terrestre © le
mizire. Pour établir ce mitre, dew
astranemees, Delambre et Méchain
seab thargss de mesurer
précisément I'are de méridien enitre
Dunkerque et Barcelane, deu villes
au niveau de ka mer dond les
latitudes sont coanues, Us uliliseront
la triangulation {115 Iriangles) pour
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cablir ces longueurs el beur travail
s'elabera de 1792 & 1794,

MIESURE DES ANGLES

Il existe trais wnibés de mesures des
anghes - le degré, le radian el e grade.
Les deus premitres sont les plus
couranbes ;

= lp degré est issu de la division du
cercle en 360 partie (travail en base
&), il 5o nate 17 ;

* le radien et ssu d'une division du
cercle en fonction de son rayon, il 52
niote 1 rad,

Pour avair quelgues repéres an a ainsi ;
angle nul =0 = 0 rad

anghe droil = %0* = /2 rad

anghe plal = 130" = mrad

angle plein=360° = 2 rad,

MESURE D'UN ARC DE CERCLE

Dans un sysbeme en radian, le
peerirnétre B d'un cerche de rayon rvaul
Frr, Fangle au centre correspondant 3
ce périmeétre e alors 2x rad. Si on
considére un arc de ce cercle L définit
par un angle au centre o, on peul
chielumre par une simgle rigle de trois

| =mx en radian exprimé en degré cela
donne la formule L = mree180.

CERCLE TRIGONOMETRIMIE

On appelle cercle rigonomérigue, un
cercle dont e centre est larigine de
dews axes arthonarmes, de rayon 1 et
arienté dans |e sens positif {c'est-3-dire
le senis Irigonomélngue, ou enone le
sens imeerse des atguilles dune
mamre], Le peint | de coardonnées

(1 ; 0) est Parigine des ancs. §i nous
graducns le cercle depuis L, il définit un
e dies abstsses cunalignes, Comme
noas I'avens vu procédemenent, IM,
aver M un point quelcongue di cende,
vaut ix, I'angle au centre mesurg en
radian {pusgue be rayan rvaut 1).

-
it

Il existie alors une infinibé de nembres
qui sont les abscisses curvilignes du
peaint M ;oo oo g+ 2 0w e-a et On
nate alars IM = ook 2m od k est un
nombre entier.

LES FONCTIONS SINUS

ET COSINUS
Soit M, le point d'abscisse cunsilizne o,
la coordonnie des ahsoisses sur Fae
oethonormé correspond & cosinus de o,
natée cosice) et la coordanndée des
crdanniées correspond au sinus de o,
nabée sindo. On observe sur le
graphique que les nombres cos(ie) et
sinfie] somt compris entre -1 et +1.
Powr les angles négatits ou supérieurs i
umn Rour comphel, on s raméne A la
valeur principale de Fangle, <esl-a-dire
u anighe posilif compris dans le

premier tour et dont I'zhsdsse
curvlligne e égale i celle de l'angle
cherché. On peut awss éclairer bes
nomibres sinus of cosinus par la ration
de progection. Ainsi, lorsgue ['on
progetie arthegenalement limage d°un
segrnent de draite sur une autre droite,
le segmeant projeté a une longueur qui
est fonction de Fangle endre la drode
progebé el b drode de projecion.

Le sinws est le complément du cosines,
il correspond & la projection
orthogonale du segrment précité sur un
axe perpendiculaire a celui de la

premigre projection. b lisant sur e
graphigue an trouve asément un
certain nombre de valeurs exactes des

| sinus et cosinus ow en raisannant aveo

un systéme de higures géomélngues
inscrites dans be cercle Fgenométrigue
on troive d’autres valewrs des sinus et
cosinus qui permettent de construire les
courbes des Fanclions sinus ot cosinus,
En boube logigue, bes Tonclions scet

trois friangles OAM, QIM; et OBM. an
trauwe les relztions entre les trois
tanctions ngonomeélngues

e b, cost a dlire

Landea) = sinfuefcesio) el

cab{oe) = tanic) = cos(odysingc).

0 ohtient zlars facilement les courbes
des deuy fondtions tangente et
cotangente. Toutes deus sont elles auss
péricdiquees avec une période de 2,

RELATIONS
TRIGOMOMETRIGUES
[ cercle trigargmetrique on tire
aisdment quelques formles de base
cas(-1) = cas{o)
sinf-o) = -sinfiog
cos(m-o) = - oS
sin(r-e) = sino)
ras(mo) = - oS
sinf ) = -sinfod.
5i dewx angles sond complémentaires
alors le cosinus de ' est égel au snus
e Iauitre: (en radian la somme de dews
angles camplémentaires vaul =/2)
sini 2 = osfo)
cas(2-re) = sin{nd.
[apris le théeoréme de Pyihagore, on
identifie auss aisément que :
st + cose) =1
Afin de faciliter les cabouls, un certain
narnbre de régles ont éb& misas
en evidenoe ef sont des formules
utiles

triangles ABC et AB'C” sont semblables
etl'an peut leur appliquer le théoreme
di Thalis.

B

L

| Cela permet de froaver bes rapports

| trigonométriques du trianghe rectanghe :
sin(B} = coti opposéhypolénuse =
BL/AR
cosiB) = ooté adjacentypoténuse =
ACSAR
taniB) = cité oppasé/cibé adjacent =
sinfo)foos(og = BCIAC.

TRIANGLE QUELCONOUE

L coupant v triangle quelcengue en
deus triangles reclangles on trouve des
relations trigonomeétriques dans un

triangle quelcengue. On oblem amns oo
que Fon namme e théaréme du sinuis
afsin(ee) = bsin(f) = ¢/sin(y).

O y frouve awss oos formaules a

relerir ©

b=+ 2aboos()

a'+ ! =h'+ Jac rosR)

b*+c'= b+ 2ac oos(nd.

LA TRIGONOMETRIE
SPHERIQUE

La trigonomeétrie sphérigue est un

pénodiques aver une pénode de 2.
Lees courbes de sinus el cosmus sont
appelées des sinusaides,

LES FONCTIONS TANGENTE
ET COTANGENTE

T g e LE :/f
i /"
AT
o N
[ All B

Soit M le point d'abscsse ounidligne o
Soient (T}, & (T, }les droibes tanpentes
au cerde aus paints | et 1.

Soienl M, et B, les poials dintersection
entre ba demi-droite [O0E) et les
tangentes (1) et {T).

Lardonnée du poit M. est appelée

la tangente de w, notée fan(o).
Labscese du poind M, el appebée |
cotangente de o, palée colice),

En applicant le théarémes de Thalés aux

= Somme de deus angles -

sinfoorB) = sinfogees(B)+ cos{u)sin(g)
cnsdea+H) = confeecos( ) -sin{oosing
taniie+RBi=tani} + an{iy1 -tan(ogtandy).
+ Différence de dews anghes :

sinfoe) = sinfogoos( B - cosohsmil)
cosioe) = cosio)oos(B)+sinlosinil
tam{ce-R)=1andce) -tanif), 1+
tandezitan(B)].

= Angle double :

sinf2oe) = 2anie)oos {io)

o83 = Cost(o -Sird o

fani2ee) = Aanio1 10’ ),

= Demi-angle :

sinfny'2) = 441 - cosiee)2

cosiin2) = 2]+ coaloe) 2

fanioy'2) = 41 =cosiol/| +oos (o).

THIANGLE RECTARGLE !
Cansidérors un tiangle ABC, rectangle
en et placors-le dans un repitre
triponameédrigue, son hypoténuse
coupe ke cerde Ingenomélrique en

B B esl done le paint d"abscisse
curviligne c= . Katans C' [ projection de
B sur I'axe horizortal. Alors les

ensemble de relations snalogues &
celles de L2 trigonométrie plane
{euclidienne) mais elle porte sur les
angles et les distances repérés sur ung
sphire. Les régles habituelles de la
trigonométrie plane n'y sont plus
applicabbes ; les segments de droites
deviennent des ares de grands cerdes,

Sait trois points A, B, C d'une sphére, ils
définissent un triangle sphérique, c'est-
#-dire [a plus petita portion d'une
sphére limitée par 3 grands cercles
{cercles centrés sur le centre de la
sphiere el de mimes rayons qu'elle).
Les chbés de ce trizngle qui sonk des
A0S S0NT NS respectivement a, b
et ¢ pour BC, AC at A8,

| 0n note o Fangle (lowjeurs sur 2

| surface de b sphitre) du nanghe su

| sommmel &, B pour le sommet B ety

| pour le sommet C

| O considére les longueurs a, b et ¢
comme des angles, La relation la plus

| importanta de la rigancmeétrie
sphénique est la suvanle :

C0s(c) = cos{aloos )+ sinfa)sin(blos().
Elle reliz 1a bangueuwr d'un cié 4 celles
des deire autres et a son angle.

Un triangle sphérique est détermingé par
se5 trois angles (conrainement au
triangle cuchidien. |l y extste une
anabogie parfaile emre bnguews des
COlEs el BH_E|E'S ALy SOmmets,

O peut ainsi y retrower [a foomule
des sinus - sinia)/sin{o) = sindb)/sin{E)
[ = sinfc)/sin).

| APPLICATIONS PRATIQUES

Les fonctions trigonométriques sont
importantes dians d'sutres domaines
que celui de I'Sude des tnangles.
Cuitre les apphications évidentes dans
des domaines lids 4 L mesure oomims
I'astranomas, |a péodésie, la géagraphie
ou |'archifecture, kes fonctions

E . R
| trigonometriques de par leur périodicté
| peuvent servir & modéliser de

| neanbreus phénoménes comme la
progagation des andes (son, lumiéne)
ou tout signal vérifiant certaines
progriétés. Ces phénomenes sont alors
traduits par une somme de fondions
sinuis el cosinus de différentes
fréquences. Les fonctiars sinus et
cosinus apparaissent aussi dans la
description du mauvement harmanigue
sample, concepl imporiant en physique.
Elless soal alors utilsées pour diécrire bes
Progectinns SUr un espace & 1me
dimersion d'un mouvemsant circulaire
uniforme comeme celul ©'un safeflife

autour de la Terre par exemple.
En bickogie, on retrowe ainsi les
fandions sinuscidales dans la
description de nombreus phénoménes
naturels : cycle de migrabion du
plancton, varistions de [a tempérstune
de I'eau dans un flewve, évolution d'une
popudation animale, .

Mirsi la triganométrie dars son
acception maderne est-glle présents
dans bous bes domaines scientifigues.
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