Sciences & techniques

[t Mathématiques

& Chimie

ORIGINE DES
VECTEURS

= ou des scalaires (nombres) : ses I
|

des intermédiaires algebriques
élrangers & la géomdétrie || suggére | coordonnées dans l'espace
ainsi une reuvelle algebre odles | considird.

Le vecteur a une place impartante symbnies représertent des entités

dans les soences, il est tant une géomériues. Son sysibme repose

entité géomeétrique qu'un concept sur la notion de congruences de

algibrigue mats f permet également | poinds ot de figures. Entin, la

la scheématiation de grandeurs dernitre raison, méme indirede,

physiques, B est considénd et powrvant Etre considérds comese une

employé 3 la fois comime un objet, | des origines du caloul vedtoriel, est le 1 2
c'est-3-dire un éément de savoir développement de |'#tude des e
mathémabique ou de représenation | mouvements par Newton au swr oA
d'une grandeur en physique (orce | sitdle. La mécanigue newlonienne Ecaum pe peux vecTEuRs

ou vitesse par exemple) ef comme | développe par le caractre vectoriel 5 les deux vecleurs AB ¢ CD seot

un outdl de résolution de problémes. | des notions de vitesse et

Le vecteur a de nombrews riles et
utilitées, Etymalogiquement, e mot
vecleur wienk du latin vecior qui
signifie passager ef de vehere qui
signifie transparter. || apparal dans
un premaer temips que |'utilisation du
lermie vecteur est liée awe nombres
relatils et aux nombres comphees ¢
dans un deaxibme terps A
I'ewndution de la mécanigue, plus
particuliérement 3 'étude des
muavernents ef des torces,

d'accélération. En effet, pour

MNewton, la vitesse peut vanier de
| dewx fagons : en mbensibé et en
direction. Cetie conceplion a ure
origine plus ancienne, en effel
I'tilisation du paraliélegramme des
vitesses a déja été faite par les Grecs
(Archeméde, Héron d*Alexandric).
Quant & lempled du
parallélngramme des forces, il
apparait souvent au ne* sidde et au
oa® sede Le parallélogramme des

HISTOIRE MATHEMATIQUE
ET PHYSIQUE

Lorigme mathématique du calowd

forces et un diagramme qui permet
de calcules les composantes d'une
résultante, mais n'est pas vu comme
définiszant 13 somme de deux ohjets
péométriques. Le point A est &
I'équilibre, la force F1 estla

vectoriel remonte & plus de 300 ans, | diagonale du pareliélogramme de
et cela pour trais raisans princpales. | forces 7 13)
En premier liey, au oa® sigde, I'dude  F1=F2 +F3

des solutions des équations du 3°
degré a conduil les mathématioens
autiliser des radines carrées
négatives, encare appelées

a nomibees maginaires ». Les
noimbres comiplexes étaient tout
d'abord wus avec mihance parun
grand nombre de mathematiciens.
Cependant, certains d'entre e
décidérent de les énadier et
essayérent d'en trauver une image
peomédrique. La premigre tentatve
de représentation des nombres
compleses fut faite par Wallis au o
sigle. Lin Morvbgien, Wessel, publie
en 1799 wne interprétation des
nambres complexes par des lignes
du plan aver une tertative
d'extersion & I'espace. ['autres
mathématiciens iravaillénent
egalement indépandamment sur ce
sujet, parmi lesquels on peut cter :
Bude, Argand, Warren, Mourey et
Gauss qui publierent, au début du
e siggle, des ourages
mathématiques sur la manibre de
représenter les nombres complexes
dans les constructions géometriques,
Ces nombres ant &1¢ utilisés cormene
un outil de calcul pendant pres de
200 ans. Puis ks mathématidens ont
&té conduits 4 déterminer un sens
s ume droite el donc des

a segments orientes dans le plan o,
De plus, Leibaiz 4 L2 fin du o sigcle
critiqua la géamétrie cartésienne. I
voulait un calcul apérant
direchement sur bes figures ot non

fim

-

égau, alers ABDC farme un
parallélogramme. AB = CD équivaul |
 AB et €D ont la méme langueur, le
mimie sens et les bipoinds (AB) et
(2,00 onl e mieme directian
B
Fisi. D

A

SOME DEVECTEURS 000
Méthode mathématique :

Soier] AB # €D deux vecleurs
dédinis de La manitre suivane |

AB (x;y) et €Dz ;£

| On additionre dew a deus les

| coordonnées des deux vecbeurs,
Ainsi, les coardennées de AB + €D
soNE (43 y+).

Meéthodes geomedriques :

La samme des deus vedeurs u et v
el un wiscleur, nold u + v,

= 0n met 'origine du deuxisme
vecteur 3 lextrémité du premier, la
somamee est e vecleur qui joint
loriging du prerier vedeur
Festrémité du secend, C'est le

| Par convention, on écrira les

| wecheurs en caradtieres gras dars
le bt qui suit. Ainsi, AB Guivaut

A,

treisieme oite dun riangle farmé |
| par les deus premiers wedeurs,
1

v

DEFINIMON

Lin wecteur est défini par une
longueur, un sens et une directan.
L'usage est de reprisenter un
vecleur par ure fkche, La longueur
ed |2 distance qui sépare ses deux
extrémités, la direction et
délerminée par un ave. Un vedeur
et diterming par

| = deux points (bipoints) : son crigine
et son extrémits ;

B

i

u=A
ol uw(AB)

= On met les origines des dew
vecleurs &n un méme point, on trace
un paralllogramme dont les
vecleurs sont deux eiés, la somme
es alors la diagonale du
parallélogramms partant de
l'origine.

La mELaTION DE CHASLES

Pour tous points A, B, C,ona:
AUTRIES CAS PARTICULIERS
= Le wectewr nail : AR =1,
= Uopposé d'un vedeur

colinéaires, alors les drosles (AB) el
(C0) sont paralbbles ou confondues,

TRANSLATIONS

Soil un vecteur u. On appelle
transation de veceur u, la
| transhonmation gRometrique qui &

_— e — | tout point M fait cormespandre le
AR+ BA=A4=10 ||J-mﬂl‘t!lwmti‘ésw
. - vecionelle - MM =
Al =84 !Lhttﬂdﬁmstmd!placm
= Lin vecteur et son opposé ont 13 | du plan, qui nimpligue de
méme languewr, la méme direction | changement nd sur les distances, ni
mais des sens opposes. les directhons et ni sur e sens, La
= Laddition de vecteurs est compasée de deux translations de
coammudatie © vecheurs respectis u et v est une
i+ i translation de vedewr la semme de
. 85 (e WEClEurs | U
SOUSTRACTION DE VECTEURS ProDuUIT SCALARE
Sausbraire un vecleur reaent § Soient dews vecteurs AB et AC non
Fjouster son apposs, nuls, Le produit scalaire des dews
= vecteurs AB el AC, noté ABAC, esl
le répl défini par ;

/""
=
—_— o l.l
u
u

—

-V

MURTIFLICATION PRR UM STALAIRL
Sorient u un vacteur ef kun réel. La
multiplication du vecteur u par ke
nombre k peut donner :
rak=00xu=0

=i k=0, kel woonl méme sens,
méme directian mais de langueurs
différentes d'un facteur k.

=51 k<0, ko et u ont méme
direction, mais sont de sens oppasés
el de fonguews différentes d'un
facteur k.

On a alors les proprigtés de la
multiplication suivamntes :

| * la distributrati {cas de la

rultiplication d'un wecheur par une
somme de scalaires) ;
(k+Rai=ki+k'u

« la distributiaté (cas de la
multiplication d'un scalaire par une
sammme de vecleurs) ;
k(i+Vi=ki+ ki

* la commutativité de la
multiplication ;

E(E' Dy =k'(ki)=kk'H

COLINEARITE DE DEUX VECTEURS
D vescteurs u e v sont colinéaires
si el seulement 5i :

| # l'un des vecteurs estnul ;

* il emiste un réel k tel que u=kyv.
Les proprétés de la colingarité de
deux vecteurs sont les suivantes ©

= brais paints A, B, C sont alignés s el
seulement si AB et AC sont
colindaires ;

+ 4 deux drostes (AB) et (CD) sont
paralkiles, alors AB et €D sont
colindaires |

= inversement, s AB et €D sont

ABAC = Al AC wcos( BAC)

il BAC = angle formé par (AB, AC)
| = angle A
| = 5i Fun des deux vecleurs est nul
| alors le produit scalaire est oul -
|sim=0ouv=0alors wy =0
+ On appelle carré scalaire et [on
nole u® ke produit scalaire wu qui
et égal au carré de b longueur
du vecteur o,

Norme d"'un vedeur

La norme eududienne d'un vectewr

représenté par un bipoant (A,B) est
| la distance qui sépare A de B. Elle est
| égale 2 la racne carrée du produit
scalaire du vecteur avec Jui-méme,
EBe est en général notée

s} =535

v

Saient u, v et w trois vedleur ef

o el b deux réels,

Les propriétés du produil scalaire
sant suivantes ;

= commidatnaté du produit scalaire ©

¥ =y

= distributivité {du produit scalaire
sur ["addition de vecteurs) ;

| WV &+ W) =iV + 1w

F+wy =F +2Fw+a’
| (@i + )@ =F) =i’ =7

| + multiplicatian par un réel -

| (oai LBV )Y = eefiii v

Decouverie
des vecteu

(1768 - M22)

MNombre de
werlaurs
FSTBLSIWES PO
clur Je plary,

£

Mambre de
VELIEws

MECESERTES OUT
ek lespare.
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= wegteurs arthogonay ;
Flveiav=0

« vectewrs colingaires : AB el AC soal
colniaires si el seuement si

ABAC = ABx AC

Inégalité de Cauchy = Schwarz
Soient u et v deu veceurs
quelconques. La valeur absolue du
procduit scalaire wy des vedewrs u et v
est inférieure ou égale au produit de
leurs normes :

7] <l I¥1

LES VECTEURS DANS LE PLAM

Une famille de vecteurs forme une base
& Awcun de ces verbewrs ne peuat s
déduire des autres par une
combinaison lingaire (une felle larnie
et dite libre) o si ot vectsur de
I'espace peul 5 Eprimer camme une
cornbinaisan linéaire des vecteurs de la
base {une telle famille est dita
pénératrice). On débit donc une base
du plan comime une famille de deus
vecleurs (1, j) qui définissent e plan :
Pour bout vertewr o, il existe o et f tels
que ;B =i + L

Les coordannées du vecheur u dans la
Laasee (i, i sonl aloes (oo ).

O mobe ulce ; [ ol o et 3 sont
respectivement appelés abarisse et
ordonnés, On définit alors le vecteur
calonmne qui comespond aux
coordonndées du vecteur u, mises dans
un lableau seus b forme suvame

. [w Y=+ abscisse
0=
Ity

— GG
Les coordaonnées des vecteurs de base
sanl akors

)« )

Base orthonormale

On appelle base orlhonormale, une
base dant les vecteurs sant de norme
égale & un et qui sont prthogonaus :

(i, j) est une base orthonormale si {i, j}
sl une base lelle gue :

Fl=l=1 =
Une base arthonarmale est munie d'un
paint de référence, appelé oniging, dont
les composantes seroat (0; 0). En
general ce paint est nalé 0,

D nabe ce repére (0, §, j.

{j=ji=a

J

O

Opérations sur les vecteurs

On se place dans un repére
wrthanoomal (3 j)

Soieril iy, L) e Wy, i) deu
werteurs quelcongues dans ke plan.

« Egalité ; les deux vacteurs u et v sant
egauy & et seulement si beurs
woordonmeées sonl égales :

= Addition : la somme des vecteurs u et
v a pour coordoanies la seenme des
coordonmées de u el dev

d+V(u +viu, +v,)
= Snustraction : [ soustraction du

vecteur ¥ au vecteur u est l'addition du
vectour o el du vedeur =v

=, — v, —w)

= Multiplication par un réel : multiplier
le wecheur u par un réel o reviend 3
multiplier chacune de ses coordonnées
par o

CLE(oeu 0L, )

= Produit scalaire : le produit scalaire
des wectewrs u ol v est le réel égal &

HV =00, 5,0,
= La norme du vecteur est dgale & ©
= e
lif] = Ju +u;
Les deux vecleurs u el v sonl
crihogonau si et sedement si
I+ =D
Les deux vecteurs u et w sont colindaires
i et seulement si vy - upw, =0

Viscteurs de droite

D appetie vecteur directeur d'une
draite (I taut vecteur AB bal que les
paints A et B appartiennent i cette
draibe et soient distinds. On appelle
veecleur nermsal a une droie (D) fout
wvecteur nonon nul et arthogonal & un
werteur directeur de la draite (00,

n

(D)

AR

LLES VECTEUIRS DS LESPACE

On peut pralonger la nation de vecheur
dians I'espace. On passe alors de deux
compasantes d fros. Une base de
T'espace est une famille de trois
werteurs (1, j k) qui définissent I'espace,
Pour tout vecteur u, il axiste

a, i ety tels que :

d=ci +BJ+vk

Coordonnées

I Les coordonnées du veceur u dans la
I base . i W) sond alors (o 3, 5

| Ononate (o 2y o0 o, § ety sont

| respectivernent appelés abacisse,

| ardonnée et cote. On a, de méme, |2

| matian de vecheur colonne qui est la

| représentation des coardonnées du

| wectewr dans un tablesu @

i, §—= abscivse

| 6=, §— ordende

H, = cote

| Les cnordonnées des verteurs de hase
| sont

! L (i)
|F=|m) =4 k=
i 0 !

| Spdent dewx points Alk,, ¥, 2. ot
; Bty ¥y 220, Lew coardunnies du
| weckeur AB sont

1 .TB - I/.

: Al = Fa—¥a

| Ix—2,

Base orthenormale dans Fespace
Urie base orthonormale est définie de
la méme fagon ; c'est une base dont bes
trois wectairs sant de narme dgale & un
&t qui sant arthogonaw. {, j, k) est une
base arthanarmale = (i, j. k) est une
base felle que :

F1=V1=l=
at

jr.l_'? = }.'_ ={]
i:’E =kF=0
E.‘EJ wjk=i

Un repére orthanormal dars Pespaca

| est oujours une base orthonormale

munie d'une cagine, On nobe o repére
1,4, k)

Opéralions en dimension 3 sur les
vecteurs

SOent Wiy, Uz, Ueh BV, Yy, v deux
wectaurs quelcanques dans lespace.

= Egalité

u, =,
=7 in, =w,

Hy = v
= Addition :

H4V{, +van v v,
* Soustraction -

8 —¥a, — v, — v, + )
= Multiplication par un réel :

CLE( Ot 0, O, )

= Produit scalzine
le praduit scalaire des vecteurs u et v
et le réal :

BV =U,.v i,

= La norme du vedeur u esl dgale i -
i = o 40+

+ Les deux vecteurs u et v sont
orthogonaus o ¢ seulement si

=00 it g, =0

= Les deux vecteurs u et v sont
colinéaires si ef seulement si
uln2 - udwl =4

Vecleurs de droite

Lesi nedinns de vecteur directeur de
droite et de wechewr narmal 4 une droite
resstent les mimies., Les vecbeurs sond
simplement définis dans l'espace ! ils
FUrant trais coordonndes.

MOTIONS PROPRES A LA DIMENSION 3

Saienl trois vectaws quelcongues dans
Fespane wiu,; Uy UF), WiV, vy v Bt
WL ) W)

= Base prientée : il est possible
d'orienfer une base dans espace. Une
base est dite directe lorsgu'elle respecte
la régle de la main droite, Sinen, el
est indirecte.

* Rizgle de la main drodte : une base

{0 . K) est derecie st on peul metire ke
premies vecteur (B} dans la directian du
ponice, le second () dars [a diredion
de Iindex et |e troisiemne (k) dans la
direction du majeur.

+ Coplananité : deus vecleurs sonl
coplanaires si et seulement s leurs

directions sonl dans le méme plan,

= 5i el v définissent un plan, on dit
alars que le vecheur w est coplanaire
Al veCteurs w et v si;

- il est dans le plan (u, w) ;

- il est la combinaison lingaire de u et
dew;

=il esle o el i1l que W= ol + B

PRODUIT VECTORIEL

Soient trots vectewrs quelcongues dans
Pespace :u, v el w el b oun réel

Le produit vectoriel des deux vecteurs o
et w non colinéaires, noté uay estle
wecteur normal au plan défini par la
base (u, v}, dont la norme vaut

[& ~ ¥ = ]| |¥].sin@, 7

tel que (, v, uav) est une base directe,
On peut combiner trois vecbeurs o, v et

: w par deux produits vechoriels
| successifs. C'est ce qu'on appelle un
| deable produil vedonel, En parbulicr

les doubles produits vectoriels (usviaw
&7 W (W aw) sant respectivement les
wecteurs ;

(T v)aw=(Ew) AV —{VFa)Aal
AP A W)= (W) AT =(EF) AW
Il eniste un mayen mnématechnique
pour retenir la valeur d'un double
produit vectoried ;

Saienl a, b, ¢ trois vecteurs. On a abars :
inlhaf)=(2d) nb—(hd)ni
Ordre alphabétique = a cab » - o bac »
ol les parenthéses sont les plus prés
passible du sgne =

Les dew vecteurs u et v sont colinéaires
Susv=0

* Distributivité sur I'addition :
Hav=0

= Multiplication par un scalaire ©
galV+w)l=uav+uaw
= Anls-cormmutativlé -
MEAV)=AT ATV = ALY
Attertion le produit vectoriel n'est pas
assodatit, en effet comme on F'a v

dans la deéfinition du deublke produil
vectoriel (uav]aw = wavaw).

PRODINT MIKTE

Saient trois vecheurs gueboongues dans
l'espace Wy ug W3), Wivy vy v €t
wiwy; wo:wy), On appelle produit mivte
des wectewrs o, v etw e réel [u, v, w] tel
que :

[i2. v, %] = (@ A V)0
.

Le produit mixte change de signe par
permutation de deus vedeurs.

[, ) =—[v.a,w]

Le produit mixte reste inchange par
permutation circulame des frots
vecleurs.

[, 5, W] =¥, i | =] W i, ¥]
Pour tout réal 3, ona:
[Ag, 7] =|7,47, %] = [&F. 0] = A[5.7.2]
Pt toust vedtenr a, ona -
(it +a,%,@] =[5, @]+ [4,7 &)
[@,7 &, @] =[5, @]+ [d,&,w)
[it.5. %+ d)=[a.5. @] +[a,7.4]

Lies vecleurs u, v et w sont coplanaires
s gt seulerment i [u, v, w]=0

La walewr absolue du produit mixte de
w, w et w, [u, v, w] est bz volume du
paralléépipéde engendre par ooes roms
vecteurs.

51 deus des trois vectewrs sont égaux ou
colinéaires, alors le produst mixte est
nul. 51w ef w sont non nuls alors u et v
sonl colindaires, wav =0,

AFPROCHE ALGEBRIQUE

DimEssIon M

Lextension & b dimension finie n est
effectuée de la méme facon que pour
passer du plan  l'espace. Ainsi, an a
rapidement lies définitions et propriétés
suivantes : une base est une famille de
nvecleurs (e, qui difmissent
I'espace de dimension n. Pour Wout
vecteur o, il exste (1), tel que

T =l|'||’!:_| +N_Ji_, -|-...+r.|rgi_1 — Eu_.m

Coordennées

{1}y, St bes conrdonnées de u dans
la base (Buy,-

Powr tout i = [1,n], les coordonnées du
vedteur de base ¢ sont

7]

a
: a
57 b= ™ lgne
@
[
Base orthonormale dans Vespace
Une base arthonormale est défini: de

la méme facon : C'est une base dont les
vedteurs sont de nonme égale & un ot
qui sonl orthogonauw.

Dpérations en dimension n sur les
vecteurs

Sonent ulug.y, oV, de vecteurs I

quelconegues, I
= Falité !
i=veYie[ln] =V
= Addution :

i+ ),

= Multiplication par un réed :
(o), ,,

= Produst scalaire

= Orthogonalile -
il ui=0

= Wectewrs de droite : les notions de
verteurs direchewr of normal som une
nauvelle fows les mémes, Les vedeurs
5ot définis dans 'espace, ils auroat
trois coprdonnées.

.
i
:
i
:
b
!
i
=
i3
i
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