Sciences & techniques

m Mathématiques, Physique & Chimie

UNE DIMENSION
DYNAMIQUE

e nambreus problemes physiques
qui au preméer abord paraissent
déroutants prennend du sens
borsguils sonl apprihendds sous
T'angle des vibrations, & limage du
pant cédant sous les pas d'une
troupe de militaires, pourtant plus
lepére gu'un trente-fonnes, certains
faits echappent § Fexplicabion
staticiee quon pourrait en face,
Dans res cas, il 5'agit de considérer
une dimensan dynamigue, fondion
donc du temps, en plus de la simple
analyse en termes de forces, La

| nafure n'est bien représentée par

des forces sappliquant
nstantanément et de maniéne
unitorme dans le tamps qu'an
premaére approximation, bien
soavenl be physicen ne peut pas
néghger leurs composantes
tempoeelles. | es forces deviennent
done des signaux et Inrsgque ces
derniers prennent des formes
cycliques, periodiques, apperatsent
vibratians 1 résonances. Nous
verrars dans la suite de certe fiche
quelgues outils qui permettent
d'appréhander vaire de résoudre
certains de ces prablémes. | 5'agira
pricipalement d'éonire, & parli de

la desoriptian de 2 situztion, fes
Equations maitresses du sysiéme,
d'en exiraire une répanse type pour
certains signaux, cvenbucllement de
la wisvaliser, puis di déermines
quedle forme de stimulation
sapplique sur notre abjst physique,
et finalemneant de dégager la réponss
de ce dernier. Linferprétation
physique siendra ensuite compliler
natre analyse,

il Uenfant sur la balancpire est
immobda et assisté par un aduie
paur morder de plus en plus haut
(figure 1).

Laclulte que neus appellercas A
dans 12 suite, paur plus de fadlit,
pausse sur la balancaire Inesgue
I'entant E est arrivé au point le plus
haut d'un cite. Clest-a-dire que ce
chernier ditcril des ares de cerles
enfre deus peints P1 e P2 qui se

QUELQUES EXEMPLES
CONCRETS

Afin de mieuy cemer le sujef, ef
I'appart de retta nouvelle facon
d'abarder les problémes, il comient
sans doule de présenter guelques
exemmphes ol celle manicre de
raisarmer fournit des prédictions
ranformes a ce que I'obseraticn
rapporte dans le cas réel, alors

| quune approche statique reste
lincapable d'eogpliquer aussi bien lz

réalits,

La BALANCOIRE

céplacent vers k2 haut dans e temps
et que A applique une force
constarde dintensié F pendant une
perioddie T, elle aussi constante, au
momerd ol Eregaint 2 paint P1, e
Hus prache de A, Le signal d'entrée
~la farce que A exerce sur F - et ici
carré ef ressemble 3 ce qui est
répresenti sur ka hgure 2. Far
pEperienge, nows savens lous que la
paussde sur la balancoire ne peut
Bire aléatnire sars quai celle-ci ne
pagne pas en hauteur. De plus les
intervalles séparand ces poussies
thangenl, il &'azil i d'une
résanane dite paramerigue
puisaque le termms intervient dans le
signal aptimal d'entrée. La

Un exemple assez intuitif, at
pourlant pas des plus simples une

fos mis en Equation, est celui de la

balangedre, On considérena e cas

balancoire accumule de 'énergie,

| lle rrante, uniguerrend si la force

v | Tt appliquée sur lenfant prisente
un predil similaire & calui de la figure
2 &u sere ol des impulsions se
succedent 3 irtervalles de plus en
plus grards, Cest-d-dire gue ks
mrarments ol 'adulte pousse I'enfant
s'espacent de plus en plus, sinon i
finirait par powsser lors de sa
descente, contra-productivement.

LL PONT OT LES MILITAIRLS
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i n'a lamais entendu parer de
prnts détrits par le passage dune
troupe de mildaires au pas. |l est
impossible d'espliquer ces
destructions par un simple surpoids,
la réalité démentant ces affirmations.
Mais il nons est possikle de
charcher, de maniére intuitive pour
l'nstant, la solution dans les
vibralions,

Loreque les militaires M marchent 2u
Pas sur nnire pont B, leurs bottes
trappent a l'unissan le tablier &
intervalles réguliers (higure 5).
Lelasticilit du todfier le rend

| semblable en pramitre
Appraximation, grossiére certes, 4 un
systeme masse-ressart en une
dimension spatiale, lequel est
sauimis & une force périodicue de
rearme BEy le lang de cet axe, wair
figure 5.

Figure 3

dxe

Naus étudierons ce systéme plus 3
| fond witzrieurement, pour l'instant
| conlentore nows d'une
interprétation au premier degré,
Iersiue ba fréquence du pas des
militzires approche la frdquence
caractéristique du pont - las
muuvements du port et des baties
x 5e synchromsent = en quelgue
sore -, I'amplitude d'oscillation du
tablier augmente, jsqu'a ce que
celui-d atteigne son point da
ruphure.

LA RADID EW MODILATION
o ampLITURE (AM])
Less vibrations ici sont celles du

champ électro-magnétique, que I'on
| capte a'zide de |'anfenme
| méallique, en général une boude,
| produisent un courant alternalif i(f),
dars notre fil d'artenne, Ce courant
est un signal qui contient la
superposition de tautes les ondes
qu'll a captées. Il rous faut donc
silecionner prédsement cele qui
Mels intéresse, en l'oocurence une
fréguence précise, par exemple
1200 kHz ou 1 600 kHz. Pour ca
Faire, il est indéressant de crier un
circuil qui résonnerail sur cefle
fréquence et uniquement sur celle-
ci, afin d"obtenir le signal de sorie le
plus pur passible. En effed, 51 0n
soumet notre filire a un mélange de
spnaux sinusoidaus de réquences
varigss, la sartie cantiendra ce
méme mélange mais le profil des

amplitudes respectives de ces
harmonigues aura ébé changé au
profil de celle guon cherche & soler,
el si ce fillre esl parfait ba sortie ne
contiendra que 1 fréquence choisie,
Ce signal de sortie doit &re retraté,
il m'est pas encore directement

[ audible mais i 5%agit 3 d'un autre

| probleme.

LE marason

Le digpasen méanique agit lui

auss comme un filire. Le signal

denlrée el be coup qui bl est
donné, 1 est construit pour wWhrer
be plus précsément possible &
440 Hz.

LES VIBRATIONS
ET LES SIGNALX

Mows Mavors vu dans le chapitre
préciédent, bes tssories
mathématiques sur les signae
jouent un riges important dés qu'on
s'inféresse aux viorations.

UnE viszanion 7 DErsamion
| Bs"agit d'une grandeur physique qui
| varig dans |e femps. Le terme de
| wvibratson » sous-entend une

certaine périodicite dans le signal, au |

: mains sue un petil inlervalle de

| temps au regard de la périnde
étudiéa. La variation d'une grandeur
physique complexe comme un
wvecheur est caraclinsée par les
vanialions dars ses composanies,
qui sond des grandsurs scalaires,
plus simples & manipaler.
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Figure 4

DECOMPOSITION EN SIGNALY SIMPLES @
INTRODUCTION ALY SERIES DE FousiEn

1
| UM EXEMPLE ! LE SALAIRE DE LA PEUR
(1953, Hewm- Georces CuouzoTh

Les sétries de Fourier sond des outils
exbrmement pratiques pour Panahyse
de ce genre de problémes, La théarie
prédit que toute fondion périndique sa

| raméne a une samme parfois infinie de

fanctions trigonomeétriques, ou de
fanctions exponentielles comploes,
alfectées de coeflicients muliphcateurs,
Paur étudier la réponse d'in systéme

A un signal périndiques donné e, on
peut donc :

+ fudser sa répoase i des fondlions
Irigenomélrigues

f.;{f.:] - e!mt,-'_F

de trégquences t différentes

* puts décompaser natre signal d'entrée
eifh pour extraire ces coeflicients g de
Foauries

ef) =3 0p* gvtif

+ appliquer les changements swr nas g
el recomposer la sénie en signal de
sartie,

Ces fondtions présertent des
campoeriements agréables lorsqu'on
les dérive, de telle sorte que la
résolution d'éguations différentielles,
tris réquentes en éude de ce genre
e systEmes, en est grandement
simplifiée,

LA REPONSE D'UN SYSTEME
A UN SIGNAL
A présent, auUs SHMIMES N Mesure

de réaliser une éude plus précise d'un
probééme.

D) VEUT-ON EN VENIR ? l
Nows allons danc conduire 'étude en
utilisant les outils que nous

wenonsg o' Gvogquier :

= résglutian de I'équation différenticlle
du systéme & aide de fonctions
trigonameétriques générales ;

= caractérsation du signal d'entrée en
terme de coefficients de Fourier.

= exlracton de la réponse du systime ;
= conchusion, analyse physique.

Dars ce S, o5 perscnnages
principae sent conlromes 4 un

prabléme dapparence simple il s
fanit acheminer sur uns route de
désert une rargaison de nitroghyeering
le plus vite possible. Mous nous
proposons de leur apparter une
anabyse prysigue pour ko dvler de
faire exploser leur cargaison : en
fonction de |z route, 3 quelle vitesse
taudrait-il quTs roulenz, poar rester en
dessous d'une certzmne ampliude de
micivement de leor vehicale,

Lecture intuitive do problime

| La vniture est Squipee d'un train

| raulant suspendu, que naus
assimilerons @ un systéme plus simple

| dlie type smortisseur-masse oi

Famortisseur est la mise en parallde

fiedes au sol, Cest une hypothése
fartement simplificatrice, elle nous évite
d'avoir & considérer dews régimes

| d'eguations dilférenticles : celles ad
| 1 whicule serait en appi sur e sal

£t un autre ail il serait en chte likee,
aver una vitesse initiale déterminés
par |2 fin de | phase précédante,
c'est-a-dire qu'il Faudrait [ire une
tude aumérique pour saveir quand la
wniture bauche ferre et quand elle wole
et résgudre alars les bannes équations,
Modre hypothise de contad n'est pas si
restresgnante quand on garde a Fesprit
qu'on veul dater & la niroglycérine de
subir trap de chaocs.

= (i madélise [a déperdition d'4nergie
il l'amuprtisseur par un frottement

viscuux simple, une force de la forme :

—fF,f>0
C'eat une approche s habitells en
physique,
® Les rowss de notre automoaile sont
considinées comme quatne systémes
irelegencants, m la rasse de nodre
systeene est le quart de celle du tatal,
= Lavpiture est un systéme rigide, an
peut la modeliser comme une masse
rameneée a un paint. On peut done
délermnmer I'sguation {£.13 qui régit
Pevndution du systeme, elle es)
différentielle de degré dews ;

=g — i+ X -

kElz+ X))
all
~rm 25t Ie quart de la masse de la
waiture, c'ast la masse de notre

syslEme ;

ah, la mulliplication de a parb ;
- i 1 dérivée seoonde temporelle de x,
%, la dérivie simple ;
-4, |3 positicn de notre wahicule par
rapport au niveay de référence ;

g lacocération de la gravilé ;
=, natre ceeficient de frattement ;
=k, la raideur du ressart ;
- & le niveau du sol, c'est I'enirée de
noitre systéme, en tonction de la vitesse
du vithioule, sa fréguence changeras
lineairement.
1l sagit de 'apalicatian du Prindpe
Fandamanal de la Cynamigue en
projection sur I'axe verfical. Le terme
m.% est Iacodération du mobile, m.g
& cantribution de 5a masse, —Lix + X
et assndié awe frotements e -k.ix + X)
la forca de reppel du ressne,
Grice au travaux de Faurier, il nous
suffit atudier les cas o0 X est de la
Farrme Aest pear peuvair en birer des

| B
H=l7l=|

condusians plus générales.
5i on résoud |'quation homogéne tirée
e .1 2

mi = —fi—kx

Il zpparait que les seules solutions -
physiquemnent sensées - sont de la
tarme

r=¢& "o 4 Fe0),

(o, 5) € C2

aver

s LA,
*-""_2'1l|'lllm " &m

| Il "agit d'un exercice traité en detail

| dans d'autres cuvrages, plus
geniralistes - voir Panatyse du crouit
RLE, qui est Fanabogue électromsgue de
ce systéme, Ces solutions sont des
asdllations amorties, des régimes
transitoires, pendant lesguels les
ametisseurs passent d'une position 3
une sutre, On les oubliera dans la suste,
consicdérant que la voiture sl bien
réglée et que ces régimes s amartissent
rapidement, Reste done & frouver une
solution particuliére a I'&quation 4.1, On
postule une solution de ka torme

5..:«,"='+%.Bec

semblable & la forme de X, agrémentée
d'un ferme gui correspond &
Fenfoncement de lamorlisseur sous ke
pokds du vehicude, I vient :

Bl-mu’ +ifw+k) =

= —dfifw + k)
e

1-—

H eslce que Fon ramme la fenction de
transfert, el répond & La question ;

u & une entrée d'amplitude données, de
puisation i, quelle sara le coefficient
mulliplicateur sur Famplibude de

sorkie 7

La solution : réponse en fréguence
Grice a H, on a 4 présent la réponse a
nus inferrogations, pour des valeurs
Lypigues de m , k el la réporse en
pulsation — oi en fréquence o = 2F,
ol F est la fréquence &t o la pulsation -
a l'allure présenté en figure 5.

La fréquence de notre signal X el le
rappart endre frégquence géomiébrigue

T

| de la route ot vitesse Stant diracte,

: F peut ére vu comme directement

[ }lrgpurtimnulll: avlavilesse de la

| woibure.

| W apparait donc que pour des vitesses

| faibles, H et danc l'amplitde
d'oscillation de la voiture restera
normile, puis i mesure que la vitesse
augmenle, la course se fera plus
chaoligue, pour ensuite redevens plus
agréable, nas coursiers ant done deus

| aptions : rouler towt doucement od &

| tmmibeau ouvert, pour livrer e

: chargement de dynamite.

QUELGUES EXPLICATIONS
SUPPLEMENTAIRES

O peut hien sir nhiﬂ'i;r q_m la route

n'est pas snusaidale, mais grice aux
oulils de Fourier on peut décomposer

| e signal a prvn quelcongue en une
combinaisen lndaire de sinuseides qui
stimulerant toutes olément la voiture,
Celle-ti répandra selon la courbe de
gain de H et son mouvement sara la
superposition de toubes o5 réponses,
dome si H est failde a toutes les
fréquences considérees, b mowement
aura peu damplitude. C'est [ ioute la
puiszance de la décnmpasition en
harmaoniques. Le lecieur pewt
s'mberroger sur |e passage dune
périodicité spatiale, celle de La route, &
nindre X, fonction du temps uniguemsant
et devra s'imaginer la voiture telle une

| poante en diamant sur un disque

| wimple, qui transburme ce sgnal spatial

en signal termpared, il en découle la
relation Enéaire qui lie pémndiciés
spatiale et temporelle au travers de la
vilesse. Pour rébirence, voed des ordres
de grandewr de k, T et m trouves dans la
littérature :

= 10 Bom-t < k< 105 Wme?
* m =400 kg
= f— 10 Ns.me L,

Les transformations de Fourier sont
cruciales pour |a théorie des signaus

d'un disposiif de frottement st d'un
ressort, ainsi qu'il est présenté sur la
figure 4. |
Mows avarg déjé rencontré o genre de |
SYSEEME KIFSqUE NS 30ns présenté e |
systeme du pent et des militaires, |
Voccasion nows est donc aferte de l
I'éudier plus & fond. Nodre sens
physique et l'expérience die tous les
JOURS NS poussent 4 craire que sil2
wiiture roule suffisament kniement,
elle ne sara pas seroude. Mak n'y -l
pas d'autres régimes intéressants 7
Clest e que nows atkans femer de
risoudre,

Quelques equations.

Il est commaun de présenter les
hypathises les plus fraopandes lors du
Uraitemren] d'un probléme physigue.

= Les raues de rotre véhicule sont

Figure 5

A
H

wibratnares, en e qu'elles permettent,
grace & I'exponentiation complexe, la
| simplification des formes de signaws et
| des équations differentielles.
Lanahyse des systémes s= fait en
2énéral en trois étapes :
- analyse du spectre en fréguence du
| signal d'entrée
| = carachérisation de la réponse du
| Systeme ;
: - recomposition de la fonction de sartie
| 0w analyse directe.
Le |ecteur mbéressé pourra consulter
| bes ouvrages traitant de ces lechaigues
| e discomposition ainsi que de la
theorie mathématique sous-jacents
& ces outils. L'exponentiels complexe
et sowent wtile, ainsi que les
miéthodes de résolution d'équations
differenticlles, gui n'on ¢ i
qu'effleurées,
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