Les volumes

DES CALCULS UTILES

dee Tarme ronde pour les fruils =,
Le papyrus de Mascou (1350 avant

La nécessité de mesurer la o quantibé | J-C) en est un autre exemple, Ony

d'espace v gquioccupent les solides
el apparue relativement 161 dans
Iistoire de Mhumanité. En eflel, des
que les échanges dconomiques pnt
pris une ceraine ampleur, Cest-3-
dire dis la plus haute antquits, kes
hemimes oat cu besain de

- déterminer des contenances
| wolisme de greniers ou d'emrepiis,

contenances de vases, de tonneaus,
de cabes de bateaux mais aussi

| b Des quantiles lides aux
| volummes, par evemple les densilis

utilisées dans le contride des alliagss
de métauy préceus. Différentes
mithades oat ébé mises en euvre
pour connailre la capacli d'eojels
de |2 vie courante. Depuis le procéde
qui consiste & planger be salide dont
on veut Evaluer b2 volume dans un
récipient remipli de Bguide et de
mesurer ensuile la quantite de
liguicle déplacée jusqu'au caloul
intésgral, les progrés fenent
engendrés par la nécessité de
priéosion des calouls dans les
changes commerciaus awant que
par 13 curiositd purerment
miathématicuee.

trowve de nambreus problémes da
giomilne dent une grande majorité
caneme bes Tonmules de caleul
d’aires et de wolumes des figures
usuedles. Un de ceun-ci sexprime
ainsi - « 5i I'on voas dit : une
pyresmede lronguie de hauteur & el
die basee 4 ¢ 2 ; vous dever prendre
I carré de 4 qui danne 15, puis
doubler £ qui donne B, prendre |
carré de 2 qui donne 4. Ajouter 16,
g et 4 qui doainent 24, prendra 13
de & qui donne 2, preadre 2 fois 28
pour donner 56, Tu vois ¢'est 56, =
On remargue quaucune feemale
n'est donnee =t que les calouls sant
strichement procéduraus.

| DES GRECS A NS JouRs

Il faut attendre la ghometnie grecgue
pour introduire un pea de Aguenr st
exprimer les volumes en fonction de
certaines dimensions du solide.
Euclide (2= siescle avant ).-C.) dorne,
dans e livre XN propasition 9 des
Elémsanss, k2 volume de la pyramide,
puis, dans les propositians 10 13,
cewe du cylindre droit et du cine de
rivaluticn, 1 donne aussi le volume

DU COMCRET A LA THEORIE

PREMEERES ESQUISSES

e documenits frés anciens, oomime
certaines tablettes babyloniennas.
(2800 avam 1.-C.), mantrent les
comples de commencants ou des

comtrals exprimant diverses unibés

de walumes et de capadités comme
le silla (0,85 litre enviran} ou le gour
et donnant des procédés de calouls
approchis de volumes simples.

D cébé de FEgyple ancienne, e
papyrus de Bhind, rédige par un
scribe nommé Ahmeés vers 1650 av,
1-C., donne la prewve que les
copistes de ['époque avaient des
miéthades phus ou mains approchées
pour calculer les vilumes des solides
courants comme le cube, les
prismes, les pyramides, les oylindres
et les cines. Ahmés mdigue des

de la sphise el il démontre que a les
sphéres sont entre elles en rason
triplées de leurs diamitres = ce qui,
traduit dans une formulzation
s, se dirait : bes volumes de
deusx sphires sanl propartianmels
aux cubes de leurs diamétres,

: Petit & petit, les mathématiques se
délachant de la wia pratiqus, les
walumes Turent éudsés pour eux-
miémes el des techniques de caloul
plus générales furent recherchiées,
Cest ainsi qu'nn est pass du simple
découpage et réassemblzge de
sofides, aux naticns de calol
mnfinitésirmal et dintéprales
roilbiples,

LE DECOUPAGE DE LESPACE

Camment mesures la contenance
d'un sclide dont les faces soat
farmées par des parties de plan 7

w rigles pour mesurer un magasin : Un des mayens consiste & compares

Sciences & techniques
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& Chimie

e wolurree & mesurer a en valume
carmu, fung, bien avant Buclide, les
génmetras trouvent Iz volume cune
pyramide i base carrés en
démupant un cube an six pyramides
entigues, On décompese ainsi un
cube e si pyramices dont les bases |
| sont les carrés des six faces du cube
et le sommet est de centra du cube,
Leur hauteur est donc la maitia de
l'arete du cube. Il y a donc une
pyrernide par face du cube soi
& pyranmicles de méme valume of de
dimensians &gales. 5i on appelle o
Iaréte du cube de départ ona ;
+Volume du cube = ¢*

Méthode d'exhaustion

prismes inscrits

rismes extermes

= Volurre du cube expriers en
fonction de la hautear dis
pyramides ;'="x72x 120

car 1/ @ est |2 hautaur d'une
pyramide, an nommera i [a quardité
Yla

Comrune il y & & pyramices |
identiques dans ke cube, on a done -

f & 3 3
Le walume d'une pyramide i base
carrée pst égal 3 un Bers de Vaire de
sa base multiplize par sa hateur,
Eud=de utilise le découpage en
morozaus du salick dent il veut
mesurer le valure, || es réarrange
ensuite, d la facon d'un puzdle, de
maniére i reconstituer un selide de
forme connue et dont il sait calouler
le wolurrse, Cette mithode va owrir
des champs zux mathématiques
futures mais ne sera pas cells
retenue pour calkuler tous les
wolumes. En effet, on s'aperceis des

limites pear les mesures de volumes
| de solides dont les surfaces sont
conrhes, De phis, tous les solides ne
peuvent pas étre découpss de
mansre & refarmer un salide donné
commime le montreront les
rrathermaticiens du e sieche,

LA METHODE ' EXHAUSTION

Qu'en est-il peur ure pyramide dont
Iz base n'est pas carrée  Archimeds
2ppoie Une réponse originale en
utilisant une méthade mise au poink
par Eudooe de Cride (- 408, -355) © |

Découpage du cube
en six pyramides de méme volume

| de calewd infinitésimal. If découpe

I3 mithode par exkaustion, embryon

la pyramide en tranches d'égale
Epaisseur, parzlles 3 la base.

0n obtiert ainsi un soide en

w marches d'escalier =, compesé de
lempilernent de prismes dans begquel
la pyramide est inscrite. Chaque
trancha de pyramide & un volums
assez proche de celui du prisme
drait qui aurail pour base s section
e la pyrarnide. Bien sur, plus les
tranches seat nombrewses plus la
hauteur est petite =t plus la
dférence entre b2 volume de la
seetion de pyramide ef celui du

prisme est petite. On peut ainsi
approcher ka valeur du volume @ une
précision donmée, On procéde de la
FEME Maniene en inscrivant e
prisam en marches d'escalier dans la

| pyramide. Le volume de la pyramide

st donc encadré par les wvolumes
dees deux solides en escalier, un
inscrit dans la pyrarmice, Fautre [
coabenant,

Il eniste d°autres méthodes pour
mesurer le volume d'im solide &, Par
exemple, on pourra le remplir de
solides s plus petits, de la borme d'un
cube ou aulre volume connw, rangés
e telle Facon quil n'y ait plus
d'espace vide entre i On compte
le nombre dis solides s pour
conmailre ke volume du solide 5. On
voil ici aussi les limites o'ume tefle
méthode. |a premiére diffioulé
réside dans e fait que b= solide aver
lequed on mesure doét s'adapter & la
frme du solide & mesurer. Les
feametnes anl contourné cetle
difficulté en remplissant le soide
aver des cubes de trés petite talle,
collant au miewx & la surace du
solide. |15 approchent ainsi le volume
de 5 en réduisant la taille des vides
laissés be long de a paroi

Par analogie avec cg qui se passe
dans le plan, on peut dire que laire
d'une figure F est le nombre de fois
qu'un carré de cobé 1 unité est
conkeny dans la figuse F, On dit
qu'an a fait un pavage carré i |3

figure F si les carrés remplissem
ertiérement ka figure F sans
débardement et sans espace vide
erire eus. Transposé aux sofides, si
les cubes sont ranges de telle
maniére gu'il n'y @ aucun vide
entre: euw, on dit qu'en 2 fait un
pavage cubsque de Pespace, Le
volume d'un solide est donc le

nombee de cubes d'ardte 1 unité
de bongueur gui ont 5er 3 paver
e solde.
Grice au pavage, on peut mesurer
nfimporte quel selide posr que
seq ardbes soient droiles el gu'on
puisse |e paver de rubes pu de
| morceaux de cube. En effet, on
muonire facilement gue nimporte
quel prisme esd égal, par découpage
el réassemblage, & un
parallédépipéde de méme hauter,
Le cube avec lequel an pave le
solide, est maintenant M'unité de
s des volumes. Sice cube
Etalon a pour longueur danéle
1 mitre, il représents 1 me.
Rapsdement s'est posé le probléme
des sobides dont la surface qui les
délimibe w'est pas droite, comme
le clindre ou la sphére cu dont le
volume ne peut dre pave par des
cubes comme dans le cas de la
pyramide.

| CALCULS DE VOLUMES

On avu l'importance du découpage
| de 'espace pour définir une
| description du volume. Avec la
| méthnde d'exhaustion, Archimbde
| avait également concu un procéds
| de catbul,
Dans e cas de la pyramade. les deux
vaolumes, Tormés par les escaliers
des prismes interizur et exténeur,
forment deu suites ¥in} et Vn) ol
n est ke nombre de tranches. En
utilisart be vocabulaire et bes
notations modemnes, on peut dire
que la suite Vin) du volume
| circonscrit est décroissante minorée
et bend, par valeurs supéreures, vers
le wolume V de b pyramide. De
fagon analogue, la suite V{n) des
volumes du salide inscrit est
crosssante magorée, elle tend, ella
aussi, vers le valume V de la
pyramide. Archimide calcube une
valeur approchie du volweme total de
la pyramide en faisant la somme des
vodumes de tous les prismes formant
les & marches de I'escalier » ; cette
valeur et d'autant plus précise que
la hauteur des tranches est petite ¢
que lewr nombre n est grand
En utilisant bes notations modennes,

Equivalences

1L=1dm*
I pinte UK

0568261

1 galton (U5)

378541

I pied cubigue
283171
I boisseau

352391

i baril de
pétrole

1seL

T tonneals de
jauge

| imternatiomal

20001

1 stére

I m* de bois
de chauffe

Lt
fitre d'eau
pure (soit

1 dm?)




appelons V, le volume du prisme en
escilier inscril dans la pyramide ob n
désigne le nambre de « marches », 5
an appelle B Vaire de la base de la

DETERMINATION i
DU VOLUME DE LA SPHERE

pyramide et h sa hautewr, on a la valeur | En 1624, Cavalieri, mathématicien

dee Vaire de Ja base du k-éme prsme
qui eslégalea
8= HE
H
car s aires somt proportonnedies aw
cammd: des IunHULm:. On adonc :

2 H .'L _Bhy z i

L
O les mathématioens de Fépogue
connaissent ben cetle formude gui

permet de caluler la somme des carrés
des i pramiers nombres entiers :

2":'#1 n(n+1){2n+1)
k=] E‘
On abdient dong
LW, Y
rf;_lmz L)L
3 nj 2n|

On resmargue guee les quantibés 1 el
1/2n deviennent de plus en plus petites
au fur et & mesure que le nombre de

« tranches » augmente. 5i bien qu'on
pourrait les considiérer comme
mpligeabdes. Uerrewr commise estun
facteur (1 - V) (1 - 1/2n).

Il vient alars la farmule conne du
volume d'une pyramide :

V=175 8h

C'estun embryon de oz gue va étre le
caloul infnitésirnal qufrclimids met
en plare aver cefte méthnde. 1l ne
mangue plus que le paszage 4 la [Emite,
Cest-i-dire faire tendre le nombre da
tranchis vers linfin ef redwire
I'epaisseur des lrandhes & une

® qUANTIEE Avanoiskzsante o comime les
appellera plus tard Leibniz (1646-1716),
Tinventeur du calcul infindésimal,
D'une maniére plus moderne et en
empoyant les limites, ona

¥ =limV (n)

L

i ; T4
¥ =lim -l-Bn':-[l—l L:—
i

Camine

1im[|—l l=1
- " ._I i

i %
=1

]iml I= I
i 20

n ||

#

on ahbtient :

| v=y3Bh

Milanas, diveloppe la méhade des
indiviibles dans ses Exevatoiiones
aepmetrices, méthnde qui allai
inspirer 5es SUCCEssaUrs paur le
développement du cakoul intégral. 11 fut
I die Galilés qui reconnut irés vike
S0 g, Irspird par les travau
d'Fuchde et dArchiméde, il calcule e
volume de la sphéne szlon une
méthade qui n'est pas sans rappeler
celle de o dernier.

Cue olit g principe 7 o 5 clowx solighes

| ot e Fenistenr ef s des sectians gud

sanf oblenwes par des plans peralidlas
ey hieses oo ces dewy salides et o
chstances égoles de celles-of sanf dins
wi rappart donnd, @lors les velumes
ohes oo solicles sond oussd dons fe
éve rapprt

Cavalieri cansidére que tout salide est
la somame de morceaur de surfaces
phanes @ done que le volume de ce
salide est la samme des aives de s
surfares, c'est e principe des
indivigbles. Ce principe fut trés
cantesté, natamment par Guldin qui
muntra i fravers un exemiple qu'il
poureail deboucher sur des résultats
faus. Il reste quil est estoriguement
fondatewr du calcul infinitésimal,
Certes ce princpe @5t 21 rigoures

A e U I B e Lk A
Volumes usuels
tube

parallélepipéde rectangle

Ln carollaire de ce principe © prenons

mais il est souvent etficace ot permet de  deus solides el effectuors sur 2ux des

comparer les volumes de deux solides
de formes apparsmment fris

| différentas. Pour Uillustrer, prenons un

jeu de carte, empiltes les unes sur les
aufres. Chague carie raprésente un
ndivisibile, Lensembie des cartes a un
certain velume, si nous déformons le
tas de cartes, par exeniple en en
appuyant la paume de la main sur le
jeu et en faisant taurner les cartes, nous
oblenons wn autre sclide, une espéce
de s danl be volurne el le méime que
celui de nntre tas de cartes
paralléépmédique du départ,

Mous avons donc dev volumas qui ont
la mime haubeur (oelle du jou de carbe)
4 qui sont coupsss par des seclions
plames (chaque carte} qui soat dans un
rappart g2 1 puisque tautes les cartes
ont |2 méme aire. On en conclut que
les deux volumes sont égaus.

Pascal ulilisera <o principe
abondamment, natamment pour
calculer Ie volume du solide ergendrd
par une cydaide tournant sur son axea,

seclions planes parali2les 3 la méme
hauter, 5 ks seclions hermologues de
chaoun cdes selides ont la méme aire,
alars les valumes des deus solides sont

C'est la méthode employée par
Archiméde el reprise par Cavalier] pour
dener 12 Tormule du valume d'une
smhire,

En effet, on remarque que l'aire duns
section plane d'une demi-sphére estla
e gue ool opérde & la méme
Fauzeur sur un cylindre de méme
fiametra et de méme hauteur que la
demi-sphésa gt dvids d'un cine
rerversé. En eHectuant des sadions
planes de la demisphine on obtient
dess diseques 2, dant laire varie en
fonctian de la hautaur i laquelle an
effectue la section. En effectuant la
section du ofindre éade d'un oire, on
abbient des couronnes circulaires £,
ayant la méme aire que chacung des

: sectiors &, de |a demi-sphire,
| 5i on appelle i la hauteur de la saction,

Application du principe de Cavalieri

Surfaces égales

rsan rayon et & le rayon de la demi-

sphisre on 4, d'apres ke éoréme de

- A pauronne

Pythagera :

r'=R*-h? Laire de la sedion est
done mr? =a{R? - b3 Four c@kouler
Iaire de la courcane dont e bord
enbiericur estbe cercie du odindre ¢ le
bard intérieur est le cercle du cone, on
remarque que ke rayan du cercle
déterming par la sectan du oine est
cal & la hautear, Laire de la couronne
st 1a dilférence entre aire du grend
disque de ragan K et 'aire du petit
disque de reyan b ;

=R = ah?

¢ ¢ en Faclorisant par x on obbient -

| Aauranae = 7 (B2 = B =7 p?

qui est bien égale a laire de la sedion
de |z demie sphére.

Il et aisé de calculer le valume de la
demi-sphére en sachant gu'il est égel 2
celui du selide Tormé par le cylindre
evidé d'un chne.

Levaleme du oyfindre est
R xR=nR*

Le volume du cine est
VInRxR=13nR*
Le valurme e la demni-sphire est la
différence entre bes deus volumes ©
AR = EnRi=2/3nRY

Pour aveir le volume de |a sphére
complite, il suffit de muliplier par 2 :
Viabire = &3 aR”

! VOLUME ET CALCUL INTEGRAL

Lex principe de Cavaieri, s'il et simple &
comprendre, pose quand méme
quelques questipns théoriques
mathématiciens. En effet, il nonce que
la somme d’zsres est un volume, ce qui
st paradaxal car bes unilés ne sont pas
homagénes, C'est vers la fin du e
sidcle que plusiears mathématiceens,
notamment Leibniz et Mewton,
formalisent la notion de « franches = en
introduisant la potion de différentelie
quan mote de, Plus tard, Riemann &1
Lebesgue consolideront et enrichiront
|z nation d'intégrale.

| Lidkise et tougours ka méme : découper

ursvolume en culbses dont on fera
tendre la longueur de l'aréte vers zéro.
C'est grace au calowd intégral qu'il a épé
possible notamment de calculer le
volurne des solides de révolutions, ces
solicles ergendrés par une courbe —
droite dans b cas des cylindres et des
ciines — qui tourne autour d'un e

L'unité internationale st le métre cube
(m®} gui est le volume d'un cube dun
mitre che longueur darfle. Les sous
multiples sont le décimétre cube (dme),
le centimétre cube (cm') ot ke
millimétre cube (mm®). Les multiples
sond e décamnittre tube (dam),
Iectometre cube (hin') et Je kilomitre
rube (k).

I existe des meswres de capacibés qui
sond | fitre (L) et ses sous-mulliples
usueks le déclitre {dL), b= centilitee (1)
et be millilitre {mL). Ses muitiples
wommuns sant be décalitre (dal) et
| Phesctolitre ¢RI, le kiloBtre n'est pas
employe. | existe d"aulees unilés
exprimant la contenance mais @lles son
peu employées, Le stére, par exemiple,
mesure | m* de bois de chautfe.
51 on multiplie par k les meswres dun
selide, son valume est mulliphs par k2.
Comme les unités de kanguenr san
dans un rappaort de 1, bes volumes sont
donc multipliés par 107 sait 1000, Cest
pour cefle raison que chague colonne
chie fihleau die conversion doil cantenic
trois chiffres. Paur convertin 1 valume
dans une autre unité, on place le
numbre dans le tableaw, les unifés dans
la colenne des wnités emphepées et on
lit Te nomibre daont bes unitds sont celles
de la tolonne de Funité dans lagquelle
on veut corvertir. Par exemple, on veut
corvertir 18 m? en cm’. On place 18
dans |a colonne des né, ce noebre a
muoins de 3 chiffres, il tient entirement
dans la colonne des me. La colonne &
droite des m* est celle de dm’, on la
remplit avec 5 2éros, celle de drove est
celle des oo, an & rempBl aussi de
frais 7éros. bt on [ le nombre dont
les umités sont les umités de o’ soit
18 000000 cm.

]

m!
118|0

Les unités de capacité comme le litre,
ne fondiennent pas comme bes unités
de volume car elles sonl indépendantes
des unités de [ongueurs. On passe
d’une unité & son sows-multipls en

divisand par 10 comme pour les wnités
! de longueur. Pour passer d'un systéme
| & Faulre ous avens I'équivalence
1dm* =1 lifre. Par exemple, si an veut
comertir 37 cm® en cl. il faut déja
convertir les cm® en dm®. On trouve
que 37 ar® = 0,057 dm® soe 0,037 litre.
On adon 37 e =37 (L.
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